자 례 


머리말 . 6 

제1장. 수 . 7 

1. 자연수 . 7 

2. 옹근수 . 11 

3. 분수 . 23 

4. 소수 . 27 

5. 유리수 . 29 

6. 실수와 복소수 . 32 

7. 근사계산 . 39 

8. 복소수의 삼각형식 . 42 

제 2 장.셈식 . 50 

1. 여 러마디식 . 50 

2. 유리식 . 57 

3. 제곱에 관한 식 . 60 

4. 무리식 . 65 

5. 지수식과 로그식 . 66 

6. 삼각식 . 69 

제 3 장.함수 . 76 

1. 비와 비례 . 76 

2. 1 차， 2 차식의 그라프 . 81 

3. 1 차， 2 차함수와 그라프변환 . 83 

4. 넘기기와 함수 . 91 

5. 함수의 그라프변환 . 95 

6. 분수함수와 무리함수，제곱함수 . 97 

7. 지수함수와 로그함수 . 100 

8. 삼각함수와 거물삼각함수 . 103 

1 
































제 4 장. 방정식과 안같기식 . 111 

1. 같기식 과 안같기식 . 111 

2. 1 차방정 식 과 1 차안같기식 . 115 

3. 2 차방정 식 과 2 차안같기식 . 124 

4. 분수방정 식 과 분수안같기 식 . 135 

5. 무리 방정 식 과 무리 안같기 식 . 136 

6. 지 수방정 식 과 지 수안같기식， 

로그방정 식 과 로그안같기 식 . 138 

7. 삼각방정식 . 140 

제 5 장. 평면도령 . 150 

1. 도형 . 150 

2. 평행직선 . 155 

3. 3 각형 . 156 

4. 4 각형 . 160 

5. 원 . 164 

6. 평면도형의 면적 . 170 

7. 도형의 닮음 . 173 

8. 도형 에서의 크기관계 . 174 

9. 3 각형의 풀이 . 176 

10. 자리길 과 증명 . 178 

제6장. 도령의 변환 . 180 

1. 도형의 이동 . 180 

2. 도형의 늘이기와 줄이기 . 180 

3. 평행이동과 회전이동 . 181 

4. 축대칭 이 동 . 183 

5. 중심 닮음변환과 닮음변환 . 184 

6. 도형의 변환 . 185 


2 































제 7 장. 공간도령 . 191 

1. 공간에서 직선과 평면 . 191 

2. 다면체 . 194 

3. 회전체 . 199 

4. 도형의 투영 . 200 

5. 립체의 겉면적과 체적 . 203 

제8장. 모임과 론리 . 205 

1. 모임 . 205 

2. 명제 . 210 

3. 명제의 산법 . 212 

제 9 장. 도령의 방정식 . 223 

1. 벡토르 . 223 

2. 평면에서 직선의 방정식 . 230 

3. 원룰곡선 . 235 

4. 공간에서 평면과 직선의 방정식 . 249 

5. 곡면의 방정식 . 255 

제 10 장. 순렬과 조합 . 259 

1. 순렬과 중복순렬 . 259 

2. 조합과 중복조합 . 263 

3. 뉴톤의 2 마디공식 . 266 

제 11 장.수렬 . 272 

1. 같은차수렬 . 272 

2. 같은비수렬 . 274 

3. 여러가지 수렬 . 276 

제 12 장. 행렬식과 련립방정식 . 279 

1. 행렬과 그 산법 . 279 

2. 행렬식 . 283 

3. 련 립 세 변수 1 차방정 식 의 풀이 공식 . 290 


3 

































제 13 장. 도함수 . 293 

1. 극한 . 293 

2. 함수의 련속 . 300 

3. 도함수 . 303 

4. 복잡한 함수의 도함수 . 310 

5. 도함수의 응용 . 314 

제 14 장. 적분 . 323 

1. 부정적분과 정적분 . 323 

2. 적분계산법 . 331 

3. 복잡한 함수의 적분 . 335 

4. 적분의 응용 . 337 

제 15 장. 확를과 통계 . 342 

1. 확률 . 342 

2. 확률계산 . 345 

3. 확률분포 . 352 

4. 수학적기대값 . 358 

5. 통계 자료의 정리 . 360 

6. 평균값과 추정 . 365 

수학공식과 기호 . 369 

수학의 발견, 발명년대표 . 429 

찾아보기 . 447 


4 


























상 m- 


아라비 아수자 . 8 

수학의 《왕》가우스의 기발한 계산 . 10 

《수론》에 각별 한 관심 을 둔 수학자 디 리 흘레 . 18 

에 라스토테 네 스의 채 질 . 23 

분수의 발생 . 27 

퍼 센트와 그 기호의 유래 . 31 

많은 론문을 남긴 수학자 꼬쉬 . 49 

로그와 지수법칙을 발견한 네피어 . 69 

세 계 에서 처 음으로 삼각계산기 를 발명한 

우리 나라의 수학자 남병길 . 75 

우리 나라의 첫 수학박사 리재곤 . 94 

3차방정식의 풀이 공식을 찾은 타르타글리아 . 113 

같기기호와 안같기기호의 유래 . 115 

갈과리 론의 창시 자, 어 린 수학자 갈과 . 116 

이름을 남긴 젊은 수학자 아벨 . 126 

당시 수학의 《왕》가우스 . 128 

초등기하의 첫 공리계를 내놓은 

뛰여난 수학자 힐베르트 . 153 

비 유클리 드기 하학을 발견 한 로바쳅 스끼 . 156 

〈〈주해 수용》을 쓴 우리 나라 수학자 홍대 용 . 172 

소문난 소경 원사 쁜뜨랴긴 . 190 

만능수학자 오일레르 . 198 

열정의 수학자 아르키메데스 . 204 

모임 론의 창시자 칸토르 . 210 

리만 . 249 

치 명 적 약점 이 있 었 던 수학자 라쁠라스 . 290 

만능가형의 수학자 빵까레 . 322 

큰 업적을 남긴 학자 뉴톤 . 341 

우리 나라의 수학원사 조주경 . 347 

확률론을 공리화한 수학자 꼴모고로브 . 356 

우리 나라 수학자양성에서 큰 공적을 쌓은 김지정 .. 361 































머리말 


위대한 령도자 김정일원수님께서는 다음과 같이 말씀 
하시였다. 

《학교들에 여러가지 학습참고서와 과외도서를 많이 출판 
하여 보내주어야 합니다.》 

위대한 장군님께서는 학생들을 풍부한 지식과 높은 
활용능력 을 가진 유능한 혁 명 인재 로 키 우시 기 위 하여 학 
생들에게 여러가지 학습참고서와 과외도서를 그들의 나이 
와 심리, 지적발전수준에 맞게 잘 만들어 많이 보내줄데 
대 한 크나큰 사랑파 은정 을 돌려 주시 였 다. 

위대한 장군님의 말씀을 높이 받들고 출판사는 위대한 
수령 님 의 탄생 100돐을 맞으면서 중학교 학생 들을 위한 
수학편람을 내보내게 된다. 

이 책은 이미 배운 수학지식을 공고히 다지고 그에 
대한 응용능력을 키워나가는 학생들의 수학학습을 돕기 
위한 과외학습참고서 이다. 

이 책에서는 먼저 수학의 기본지식을 주었다. 여기서 
는 수학적개념，성질, 규칙 등을 간단명료하게 주었다. 
그리고 해당한 실례를 주었다. 

이 책에서는 또한 수학공식과 수학의 발견，발명년대 
표와 상식을 주었고 마지막에 찾아보기를 주었다. 

학생들의 첫째가는 임무는 학습이라고 하신 위대한 
장군님의 말씀을 높이 받들고 학생들은 열심히 공부하여 
선군시 대 사회 주의강성 국가를 건설해 나가는 나라의 역 군 
으로 자라나야 할것이다. 
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제 1 장. 

1.자연 


[자연수] 

물건의 개수나 차례를 나타낼 때 쓰는 수 1，2, 3, 4, 
… 를 자연수라고 부론다. 자연수전체의 모임을 N 으로 표시 
한다. 자연수에서 가장 작은 수는 1이다. 자연수는 끝없이 
많으므로 제일 큰 수를 말할수 없다. 물건의 개수를 세거나 
량을 젤 때 하나로 보는 량을 단위라고 부른다. 

[10 진수, 10진법] 

하나가 10개 모이면 열, 열이 10개 모이면 백，… 
이런 식으로 열씩 모이면 그 웃단위로 올려서 수를 적는 
방법을 10진법， 10진법으로 표시한 수를 10진수라고 부론다. 

[자연수의 산법] 

자연수의 산법에는 더하기，덜기，곱하기, 나누기가 있 
다. 더하기，덜기，곱하기, 나누기를 통털어 사칙산법이 라고 
부른다. 여기서 더하기, 곱하기가 기본산법으로 되며 덜기 
와 나누기는 각각 더하기，곱하기의 거물산법으로 된다. 

- 더하기 

자연수 fl 로부터 & 만큼 큰 수를 나타내는 수를 구 
하는 산법을 더하기라고 부르고 fl +스로 표시한다. 그리 
고 a + Z ? 의 값을 a 와 Z ? 의 합이 라고 부르며 a , Z ? 를 각 
각 더하는수라고 부론다. 

※ 수축에서 a 를 표시 하는 점으로부터 오른쪽으로 6만큼 가 
면 a + 간 를 표시하는 점 이 있 다. 

o 더하기의 성질 

① a + = + (바꿈법칙) 

② (a + b ) + c = a + ( b + c ) (묶음법칙) 
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© + □ = A 

'、 z ■ 

、 ， t 

더하는 수 합 


※ 더하기와 덜기가 섞인 식의 계산 

더하기로 고치거나 덜기로 고쳐서 계산한다. 

더하기로 덜기로 

a — (—公) ■O ci + b ci + (—公) 습〉 幻!一 公 

덜기로 더하기로 

— 상식/ - 

아라비아수자 

수자 0，1，2，3, 4, 5，6，7，8，9를 아라비아수자 라고 부 
른다. 이 수자는 원래 인디아에서 생겨 8세기경에 아라비아에서 
전해졌고 12세기에는 아라비아로부터 유럽에로 넘어갔다. 유럽 
사람들은 이 수자를 아라비아수자라고 부르면서 받아들였다. 수 
자에는 아라비 아수자외에 한자수자，로마수자 등이 있다. 

한자수자 (一)，(그)，(드)，(0)， (五)， (ᄌ)，(七)， 
( A ), (九)，(十) 

로마수자 1(1)， V (5), X (10), L (50), C (100), D (500), 
M (1 000) 

졌 로마수자로 수를 표시 하는 실 례 

11(2)，111(3 )，IV (4), VI (6), 1 X (9), XIK 12), CLXII (162) 


덜기 

합파 한 더 하는수를 알고 다른 더 하는수를 구하는 산 
법을 덜기라고 부른다. 이런 의미에서 덜기를 더하기의 거 
물산법 이 라고 말하는것 이 다. 

수 a 에서 b 를 더는 산법을 a — b 로: 표시 하며 그 값을 
a 에서 & 를 던 차라고 부른다. 그리 고 a 를 덜릴수，소 를 
더는수라고 부른다. 
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- 급하기 

수 fl 를 스번 더한 합을 구하는 산법을 급하기라 고 부르 
고 ax 쇼 로 표시한다. 그리 고 a x 스의 값을 a 와 스의 적이 라 
고 부르며 a , 쇼를 각각 급하는수 또는 인수라 고 부론다. 
o 급하기의 성질 

① axb = bxa (바꿈법칙) 

② ( axb)xc = ax ( bxc ) (묶음법칙) 

③ ax(b + c ) = axb + axc (분배법 칙) 

④ axO = 0, Oxa = 0 
(5) axl = a , lxa = a 
一 제급 

같은 인수들의 적 을 다음과 같이 표시하는것 을 제급이 
라고 부르고 다음과 같이 읽는다. 

axaxa = a 3 (a 의 3제 곱) 

，-지수 

公•公 _ 公 = 公 3 

----- 밑수 

[례] = 

125-49 = 5-5-5-7-7 = 5 3 -7 2 
35607=3 x 10000+5 x 1000+6 x 100+7 

= 3 x 10 4 +5 x 10 3 + 6 x 10 2 + 7 

② 호느 = a m - n ③ ( a m ) n = a m ' 1 

n \ ᄌ 

公 

⑤ { a - b) n = a ' 1 - b n 

나누기는 적과 한 인수를 알고 다른 인수를 구하는 
산법이 다. 즉 flx 6 = C 에서 C 와 G 를 알고 스를 구하는 산 
법 을 나누기 라고 부르고 C + fl 와 같이 표시 한다. 그리 고 
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O 지수법칙 

(D a m - a n = a m+n 

/ \ n n 

\ b ) 公" 

- 나누기 




c + a 의 값을 c 를 a 로 나눈 상이 라고 부르며 c 를 나누일수， 
a 를 나눔수라고 부른다. 이 때 a 굳 0이 다. 그리 고 
c a = b <^> axb = c 


t t 

© X [[ = 

、、，’ 

인수 적 나누일수 나눙수 상 

※ 0으로의 나누기 는 하지 않는다. 그 리유는 다음과 같다. 
a + o = ;c 라고 하자. 이 나누기 는 뜻으로 보아 Ox；c = fl 에 맞는 
: c 를 구하는것인데 a 부0이면 여기에 맞는 x 는 하나도 없고 a = 0 
이면 : c 가 어떤 수라도 된다. 즉 0 x：c = 0 에 맞는 : c 는 끝없이 많다. 
그러므로 a + 0 은 계산할수 없다. 

나누기 에 서 는 다음과 같은 사실 이 성 립한다. 

幻 ! +l = a, 幻 m ■ 幻 ! = 1( 幻 ! 균 0), 0^a = 0(a ^ 0) 

이것은 나누기의 뜻으로 보아 명백하다. 

——、상 之 7 - 

수학의《왕》가우스의 기발한계산 

수학의 〈〈왕》으로 알려졌던 도이월란드의 수학자 가우스는 
어렸을 때부터 수학에 뛰여난 재능을 가지고있었다. 가우스가 소 
학교 3학년에 다닐 때의 일이 다. 어느날 선생님 이 1부터 100까 
지의 수들을 전부 합하면 얼마인가고 물었다. 학생들이 이 문제 
를 푸느라고 머리를 짜며 부산을 피우고있을 때 가우스는 그 자 
리에서 5 050이라고 대답하여 선생님을 깜짝 놀라게 하였다. 
가우스는 다음과 같이 계산하였다. 

s =! 1 !+! 2 !+! 3 !+ ... +| 99 !+|ioo| 

土 ) S =|100| + | 99 1 + 1 98 1+ … +1 2 1 + 1 1 I 
2 S =!101| + |101| + |101|+ … +；101| + |101| 

2 S = 101 xl 00 

... S = 5050 — 

___ ^ 
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[자연수모임의 닫김성] 

자연수모임의 임의의 두 원소에 어떤 산법을 실시하였 
을 때 그 결과가 자연수이면 자연수모임은 그 산법에 관하 
여 닫긴다고 말하고 산법의 결과가 자연수로 되지 않으면 
그 산법에 관하여 자연수모임은 닫기지 않는다고 말한다. 
자연수모임은 더 하기 , 곱하기 (자연수제곱도 포함)산법에 관 
하여 닫기지만 덜기，나누기산법에 관해서는 닫기지 않는다. 

자연수모임 N 의 임의의 두 자연수를 m , « 이 라고 하 
면 m + n , wx « 은 늘 자연수이 다. 그러 나 w = 3 , « = 5 이 
면 3-5 = -2 gN , (3 + 5) 은 N 

2.옹근수 


[수축] 

원점(기준점)과 방향，단위가 정해진 직선을 수축이 라 
고 부론다 • 

직선에 원점과 방향，단위가 정해지면 모든 수를 직 
선의 점 으로 표시할수 있 다. 

단위 

I——I 

—I——I——I——I——I——I——I—— ► 

부의 방향 o 정의 방향 

원점 

수축의 원점은 0( 령) 으로 표시하며 단위는 적당한 길 
이로 정한다. 그리고 방향도 마음대로 정하나 보통 오른 
쪽(또는 웃쪽) 으로 한다. 수축에서 화살표방향을 정의 방향， 
그 반대 방향을 부의 방향이 라고 부론다. 

[정수와 부수] 

수축우에서 원점으로부터 수축의 오른쪽방향에 배치 
되여있는 수들을 정수라고 부른다. 정수는 수자앞에 +( 플 
루스부호)를 가지고있으나 보통 수자만 쓴 다. 그리고 원 
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점으로부터 수축의 왼쪽방향에 배 치되여있는 수들을 부수라고 
부른다. 부수는 수자앞에 一 (미누스부호)를 붙여 표시 한다. 

[자리표] 

점 a 의 자리 를 표시하는 수 a 를 점 A 의 자리표라고 
부르고 A ( a ) 와 같이 표시한다. 

A 

―I——I——I——I——I——I——I—— *- 

一 2 0 1 a 

[반대수] 

부호만이 서로 다른 수들을 서로 반대 수라고 부론다. 

[례] 3의 반대 수 一3, —18의 반대수 18 
수 0의 반대수는 그자체 이 다. 

※ 수축에서 원점으로부터 서로 반대쪽으로 같은 거리에 있는 점 
들을 표시 하는 두 수는 서 로 반대 수로 된 다. 

어 떤 수의 반대 수의 반대 수는 그자체 이 다. —(— a ) = a 

[절대값] 

수축에 서 원점 으로부터 어 떤 수를 표시하는 점 까지 의 
거 리를 그 수의 절대값이 라고 부론다. 

수 의 절 대 값을 | fl | 로 표시한다. 

절 대 값의 정 의 로부터 수 가 정 수이거 나 0이 면 그자 
체 를, 수 a 가 부수이면 그 반대수를 수 a 의 절 대 값이라 
고 부론다. 

公 公〉0 

즉 | 미 = < 0 a = 0 

-a 公 <0 

[옹근수] 

자연수의 반대수를 부의 옹근수라고 부론다. 이 에 비추 
어 자연수를 정의 옹근수라고 부론다. 

부의 옹근수，령，정의 옹근수를 통털어 옹근수라고 부론다. 

옹근수전체의 모임 을 프로 표시 한다. 
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[옹근수의 산법] 

- 더하기 

부호가 같은 두 옹근수의 더하기는 그 수들의 절대값 
을 더하고 그 합에 그 수들의 부호를 달아주면 된다. 

[례] +5+( + 8) = + (5 + 8) = + 13 
-7+( — 9) = 一(7 + 9) = — 16 
부호가 서로 다른 두 옹근수의 더하기는 절대값이 큰 
수에서 절대값이 작은 수를 덜고 그 차에 절대값이 큰 수 
의 부호를 달아주면 된다. 

[3(1 ] +18+( — 13) = + (18 —13) = +5 
+ 13 + ( — 18) = 一 (18 — 13) = 一5 
° 더하기의 성질 

① a + b = b + a (바꿈법칙) 

득 히 a + {— a ) = —a + a = 0 

a + 0 = 0 + a = a 

② { a + b ) + c = a + {b + c ) (묶음법칙) 

一 덜기 

어 떤 수에 서 한 수를 덜 자면 그 더 는수의 반대수를 
더하면 된 다. 즉 

a-b = a + (—公) 

I 반대수 f 

[례] 3 — 7 = 3+( — 7) = — 4 
-5 — (一9) = 一 5 + 9 = 4 

식 을 더 하기만 있는 식 으로 고쳤을 때 매 개 수를 주 
어 진 식의 마디라 고 부른다. 

(-2)+8+(-3)+7 

급하기 

두 수의 곱하기규칙 은 다음과 같다. 

① 부호가 갈은 두 수의 적은 곱하는 수들의 절대값 
의 적과 같다. 
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② 부호가 다른 두 수의 적은 그 수들의 절대값들의 
적에 一를 단것과 같다. 

정수 X 정 수국정 수 
정수 X 부수각부수 
부수 X 정수국부수 
부수 公' 부수=令정 수 

일반적으로 여러개 수의 곱하기에서 부호규칙은 다음 
과 같다. 

n 

◦ 급하기의 성질 

① axZ ) = &xa (바꿈법 칙) 

특히 ax \ = \xa = a , ax 0 = 0 xa = 0 
a x (-1) = (-1) xa =-a 

② (axb)xc = ax(bxc) (묶음법 칙 ) 

③ (a + Z?)xc = ^xc + 6 xc (분배 법 칙 ) 

제급 

◦ a < 0 일 때 

«이 짝수이면 a ”〉0 이 다. 
n °1 홀수이 면 a w <0 이 다. n •• 자연수 


◦ a〉0 일 때는 늘 a w 〉0 

부의 옹근수에 서 도 정 의 옹근수에서 와 같이 지 수법 칙 
이 그대 로 성 립한다. 

m 

® m n m+n /o\ d m—n 

a _ a =a 逐 ) ~ = a 

公 

③ {a' n ) n =a mn ④ [|J=^ 

⑤ {a-b) n = a n • b n 

여 기서 m ，« 은 자연수이다. 
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- 나누기 

두 수의 나누기규칙 은 다음과 같다. 

① 부호가 갈은 두 수의 상은 그 수들의 절대값들의 
상과 같다. 

② 부호가 다른 두 수의 상은 그 수들의 절대값들의 
상에 一를 단것과 같다. 

정수+정수악정수 
정수+부수작부수 
부수+정수각부수 

부수+부수각정수 

[옹근수모임의 닫김성] 

옹근수모임의 수들에 어떤 산법을 실시하였을 때 얻어 
진 결과가 옹근수로 되면 옹근수모임은 그 산법에 관하여 
닫긴다고 하고 그렇지 않으면 닫기지 않는다고 말한다. 

옹근수모임은 더하기，덜기, 곱하기산법에 관하여 닫 
기지만 나누기산법에 관해서는 닫기지 않는다. 즉 옹근수 
모임을 Z 라고 할 때 고의 임의의 두 원소 m , « 에 대하여 
(m + n ) sZ , (m - n ) e Z , (tn x «) e Z 이 지 만 (w h - «) g Z 로 되 
는 m , n 이 있 다 . 

[례] m = 4, n = 3 이면 4 + 3은 옹근수가 아니다. 

이런 수들은 얼마든지 많다. 

[나머지 있는 나누기] 

옹근수 a 를 자연수 쇼 로 나눌 때 상이 m 이 고 나머 지 
가 r 이 면 (w 은 옹근수) 

a = bxm -\- r (r < b ) 

모양으로 쓸수 있다. 

이와 갈은 나누기를 나머지있는나누기라 고 부론다. 

이 때 w 을 상， r 를 나머지 라고 부론다. 
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[部] 13=6 x 2+1 

이므로 13을 6으로 나눌 때의 상은 2，나머지는 
1 이 다. 

[나머지 없는 나누기] 

옹근수 a 가 자연수 스 로 나머지없이 나누일 때 a 는 
스로 완제된다고 말한다. 

a 가 스 로 완제 된 다는것 을 b | a 와 같이 표시 한다. 즉 
a = bx?n +r , r = 0 | a iE - fe - a=b 公 ■mob | 田 

[례] 12 는 1, 2，3，4，6， 12 로 완제된다. 

모든 자연수는 1로 완제되 며 옹근수 0은 모든 자연수 
로 완제된다. 

사실 임의의 자연수를 a 라고 하면 
a = axl ， 0= ax 0 
이 므로 완제조건에 맞는다. 

[나머지 다루기] 

① 합을 어떤 수 a 로 나누었 을 때의 나머 지 는 매 개 
더 하는수들을 o 로 나누고 그 나머 지 들의 합을 또 로 나 
누었을 때의 나머지와 같다. 

[례] 479 + 236을 23으로 나누었을 때 나머지 

풀이. 479 = 23 X 20 + 19 
236 = 23 10 + 6 

19 + 6 = 25, 25 = 23 X 1 + 2 나머지 2 

② 적을 어떤수 o 로 나누었을 때의 나머지는 매 인수 
들을 각각 0 로 나누었을 때 나머지들의 적을 또 로 나 
누었을 때의 나머지와 같다. 

[례] 127 X 379 를 5로 나누었을 때 나머지 

풀이. 127 = 5 X 25 + 2 
379 = 5 x 75 + 4 

2 X 4 = 8, 8 = 5 Xl + 3 나머지 3 
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[례] 17 4 을 4로 나누었 을 때 나머 지 
풀이. 17 = 4 x 4 + 1 

I 4 =1 나머지 1 

[약수와 배수] 

옹근수 a 가 자연수 스로 완제 될 때 즉 
a=bxm 

일 때 b 를 a 의 약수， a 를 스의 배수라 고 부른다. 

[례] 12의 약수들의 모임은 

{1, 2, 3, 4, 6, 12} 

0의 약수는 아무런 자연수나 다 되며 1은 모든 옹근 
수의 약수로 된다. 

- 배수의 성질 

① 수 소의 배수들의 합도 수 쇼의 배수이다. 즉 
a = kxm , 6 = 灰 x « 이면 

a + b = ky.m + ky.n = kx{m + n ) 

② 인수들가운데서 수 쇼의 배수가 있으면 적도 수 k 
의 배수이다. 

즉 소의 배수 X 옹근수: 쇼의 배수 
[례] 24는 8의 배 수이고 56도 8의 배 수이 므로 합 
24 + 56 = 80도 8의 배수이다. 

54는 9의 배수이므로 29 X 54 = 1566 도 9의 배수 
이 다. 

[짝수와 ■수] 

2의 배수를 짝수， 짝수가 아닌 옹근수를 ■수라고 부 
른다. 

- 짝수와 ■수의 성질 

① 짝수+짝수다짝수 ② 홀수+홀수다짝수 

③ 짝수+홀수다홀수 ④ 짝수 X 옹근수각짝수 

⑤ 홀수 X 짝수=>짝수 ⑥ 홀수 X 홀수악홀수 
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、상 식 /- 

V -- J 

《수론〉〉에 각별한 관심을 둔 수학자 디리를레 
(1805-1859, 도이■란드) 

더리흘레의 부모는 아들을 상인으로 키우려고 하였지만 
그는 수학공부에만 몰두하였다. 

그때 당시 가우스가 쓴 책 《수론》은 내용이 대단히 풍 
부한 훌륭한 책이였지만 지 나치게 간결하게 그리고 어 렵게 썼 
기때문에 읽기가 대단히 힘들었다. 디리흘레는 《수론》을 곱 
씹어가면서 읽고또 읽었다. 이 책은 언제한번 책꽃이에 꽃혀 
보지 못하였다. 디리흘레는 일생동안 이 책을 가지고 려행을 
다녔 다. 그리하여 디 리 흘레 는 가우스의 《 수론》을 완전히 리 
해한 첫 사람으로，그 책의 홀륭한 해 설 자로 되 였 다. 

그는 《해석적수론》의 시원을 열어놓았다. 그리고 《디 
리흘레의 원리》(비둘기장원리)의 제창자이기도 하다. 

_ _ _ _ _ r 


[씨수와 합성수] 

1보다 큰 자연수들가운데서 1과 자기자신만을 약수로 
가지는 수를 씨수라고 부르고 씨수가 아닌 수를 합성수라고 
부론다 • 

즉 약수를 2개 만 가지 는 수를 씨수, 약수를 3개 이상 
가지는 수를 합성수라고 부른다. 

1은 씨수도 합성수도 아니 라고 본다. 

[례] 2，11, 13은 씨수이 다. 2는 가장 작은 씨수이 다. 
※ 2와 3，5와 7, 11과 13, 17과 19처럼 서로 이웃해있는 
씨 수들을〈〈쌍둥이 Ml 수》라고 부론다. 

[씨인수분해] 

어 떤 수의 씨수인 약수를 그 수의 씨인수라고 부른다. 
합성 수는 다 씨수들의 적 으로 고칠 수 있다. 
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48 = 2 • 2 • 2 • 2 • 3 = 2 4 • 3 


서 로 다른 씨수들의 제 곱의 적 으로 표시하는 씨 인수 
분해를 표준씨인수분해 라고 부론다. 

어 떤 수의 약수의 개 수는 그 수를 씨인수분해한 씨 인 
수들의 제 곱지수에 1을 더한 수들의 적 과 같다. 

[레] 수 72의 약수의 개수 
72 = 3 2 -2 3 

(2 + 1) (3 + 1) = 12(개) 

[공릉약수와 공통배수】 

두 옹근수 a , 쇼 의 약수들가운데 서 공통인 약수들을 
a , 6의 공통약수， a , &의 배수들가운데서 공통인 배수들 
을 fl , 쇼의 공릉배수라 고 부른다. 

이 개 념은 세개 이상의 수들에 대 해서도 그대 로 정의된다. 
[례] 12의 약수는 1，2, 3, 4, 6, 12 
18의 약수는 1, 2, 3，6，9, 18 
이므로 12와 18의 공통약수는 1，2, 3, 6이다. 
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수를 씨수들만의 적 으로 표시하는것 을 써인수분해 한다 
고 말한다. 

[례] 24, 36, 625의 씨인수분해는 다음과 같다. 

24 = 2 X 12 = 2 X 2 X 6 = 2 X 2 X 2 X 3 = 2 3 X 3 
36 = 2 x 18 = 2 X 2 X 9 = 2 X 2 X 3 X 3 = 2 2 X 3 2 
625 = 5 X 125 = 5 X 5 X 25 = 5 X 5 父5 X 5 = 5 4 
2310 = 2 X 3 X 5 X 7 X 11 
씨인수분해 는 다음과 같이 하는것 이 편리하다. 
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[ 5 , 3 , 9 ] 의 배수 

5의 배수: 하나의 자리의 수자가 0이거나 5인 수는 5 
의 배수이다. 

3의 배수: 매 자리의 수자들의 합이 3의 배수인 수는 
3의 배수이다. 

[레] 2 + 8 + 7 + 6 + 4 = 27은 3의 배수이므로 28 764 
는 3의 배 수이 다. 

9의 배수: 매 자리수들의 합이 9의 배수인 수는 9의 
배 수이 다. 

[례] 7+5 + 6=18은 9의 배수이므로 756은 9의 배수이 다. 

[최대공롬약수] 

공통약수들가운데서 가장 큰 수를 최대공통약수라고 부론다. 

두 수 a , 쇼 의 최 대 공통약수를 ( a , 均 와 같이 표시한다. 

[레] 6의 약수는 1, 2, 3, 6 
8의 약수는 1, 2, 4, 8 

6과 8의 공통약수는 1, 2 따라서 6과 8의 최 대공통 
약수는 2이다. 

최 대공통약수는 매 수에 공통으로 들어있는 씨 인수들 
의 적이다. 

- 최대공릉약수구하기 

몇개의 수의 최대공통약수를 구하자면 그 수들을 표 
준씨인수분해 하고 공통으로 들어있는 씨 인수들을 곱한다. 
이때 인수들의 지수는 가장 작은것을 단다. 

[례] (240, 360) 을 구하여라. 

240 = 2 4 -3-5 

360 = 2 3 • 3 2 • 5 

(240, 360) =2 3 • 3 • 5 = 120 
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구하자. 


42 = 30 X 1 + 12 


30을 나머지 12로 나눌 때 
_2 

12) 3 0 30 = 12 X 2 + 6 

2 4 
~^6 

12를 나머지 6으로 나누면 
2 

6TT2 12=6 X 2 
1 2 


따라서 최 대공통약수는 6이 다. 

우와 같은 계산과정을 유클리드련제법이라고 부른다. 
간단히 련제법이라고 부른다. 


연 - r ^ 에 대 


10 

b 는 서로소라 


다음과 같이 하면 편 리하다. 


" 2 " 

240 

360 

2 

120 

180 

2 

60 

90 

5 

30 

45 

3 

! 6 9 


! 2 3~ 


(240, 360)=2 • 2 • 2 • 5 • 3 = 1 요 
※ 두 수 a , 6의 최 대 공통약수가 1일 때 a 와 
고 부론다. 

[례] ( a , 간) = 1이 면 a 와 b 는 서 로소이 다. 

1과 모든 자연수는 서로소다. 즉 임의의 자 
하여 ( a , 1) = 1 이다. 

一 유클리드련제법 

수 42와 30의 최 대공통약수를 다음과 같이 


12 0 2 
43 1 
、—, 
o 

3 
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두수 fl ， 쇼의 최대공통약수는 유클리드련제법으로 
얻은 령 아닌 마지막나머지와 같다. 

[최소공릉배수] 

공통배수들가운데서 0이 아닌 가장 작은 수를 최소공통 
배수라 고 부론다. 

두수 fl , 쇼의 최소공통배수를 [ a , 이와 같이 표시한다. 
[례] 6과 4의 최소공통배수는 12이 다. 

- 최소공롬배수 구하기 

몇개의 수의 최소공통배수를 구하자면 공통으로 들어 
있는 씨 인수들의 적 에 공통으로 들어 있지 않는 씨 인수들을 다 
곱한 적 을 구하면 된 다. 

[례] 120 = 2 3 X 3 X 5, 180 = 2 2 X 3 2 X 5 에서 공통으 
로 들어있는 씨인수들의 적은 2 Z X 3 X 5 
공통으로 들어있지 않는 씨 인수들의 적은 2 X 3 
이것들을 다 곱한 적은 

2 2 X 3 X 5 X 2 X 3 = 2 3 X 3 2 X 5 = 360 
[례] 25, 60, 90의 최소공통배수를 구하여라. 

다음과 같이 하면 편리하다. 


15:25 

60 

90 

13； 5 

12 

18 

|2： 5 

4 

6 

"5" 

2 

3： 


즉 [25，60, 90] = 5 X 3 X 2 X 5 X 2 X 3 = 900 

- 최대공롬약수와 최소공통배수사이의 관계 


( a , 公) .[ a , 公] = a •公 

[례] (12, 18) • [12, 18] =12 • 18 
[례] ( a , 215)=43, [ a , 215] =1505이다. 수 a 를 
구하여 라. 


43-1505 


= 301 
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에라스토테 L 1 I 스의 재질 

1부터 1 000까지 자연수를 써놓은 표에서 씨수를 다음과 
같이 골라낸다. 먼저 1은 씨수도 합성수도 아니므로 지워버린 
다. 2는 씨수이므로 남겨놓고 2의 배수들을 다 지워버린다. 남 
은 수들가운데서 3은 씨수이므로 남겨놓고 3의 배수들은 다 지 
워버 린다. 

이런 과정을 계속하면 씨수들을 다 골라낼수 있다. 

씨수를 골라내는 이 방법은 B . C . 3세기에 고대그리스의 
에 라스토테 네 스라는 사람이 처 음으로 발명하였 다. 

이 방법 을 수들을 채 로 쳐 서 씨수를 골라내 는것 과 같다고 

하여 에라스토레 L 1 I 스의재질이 라고 부르고있 다. 

_ _^ 


3 i=i y 、、 

. -~r 


[분수] 

전체 를 m 등분한 한몫인 丄 을 하나로 보고 «개 모은 

m 

것을 A 으로 쓰고 분수라 고 부른다. 즉 
m 


— + — H - h — = — 또는 — = — X n = (I ^ m ) x n 

mm mm mm 

그러므로 a 의 프이란 a 를 전체로 보고 m 등분한 n 
m 

몫을 말한다. 즉 a 의 — = (a ^ m)xn = ax — 

m m 

분수는 또한 분자를 분모로 나눈 상과 같다. 


yi 

— = n + m 
m 
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분자가 분모보다 작은(작지 않은)분수를 참분수(가분수) 
라고 부르며 옹근수부를 가지고있는 분수를 데링분수라 고 부 
른다. 

옹근수에서와 마찬가지로 분수에서도 부수를 생각할 
수 있다. 

[분수의 크기] 

옹근수에서와 마찬가지로 분수에서도 으>0이면 정의 

m 


분수， 프<0이 면 부의분수라 고 부론다. 
m 

분자를 분모로 나눈 상이 갈은 두 분수는 크기가 같 
다고 말한다. 

분모가 서로 다른 분수는 분모를 같게 하여 비교한다. 
분모가 같은 분수에 서는 분자가 큰 분수가 크다. 

분자가 같은 분수에 서는 분모가 작은것 이 크다. 


[례] 


1 < 1 ， 습<1능 


옹근수에서와 마찬가지로 분수에서도 그 절대값을 생 
각할수 있다. 


[분수의 기본성질] 

① 분수의 분자와 분모에 0이 아닌 같은 수를 곱하여 
도 그 분수의 크기는 달라지지 않는다. 


프 = 쓰쓰 (가 0) 
m mx p 

② 분수의 분자와 분모를 0이 아닌 같은 수로 나누어 
도 그 분수의 크기는 달라지지 않는다. 

iL = 므쓰 ( 가 0) 

m m 七 p 

[분수이 약분] 

분수의 분자와 분모를 그의 공통약수로 나누어 더 간 
단한 수로 고치는것을 약분 한다고 말한다. 
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- 분수를약분하는방법 

ᄋ 분자와 분모의 공통약수를 찾아 약분하는 방법 

O 분자와 분모의 최 대 공통약수를 구해 서 한번 에 약 
분 하는 방법 

O 분자와 분모를 씨 인수분해 하여 약분하는 방법 

[분수의 통분] 

분모가 다른 분수들을 크기는 달라지지 않고 분모가 
같은 분수로 고치는것을 통분 한다고 말한다. 

통분한 분수들의 분모를 공통분모 라고 부론다. 

공통분모는 보통 분모들의 최소공통배수로 정한다. 

[분수의 산법] 

- 분수의 더하기와 덜기 

① 분모가 같은 분수끼 리 더하거 나 덜자면 분모는 그 
대로 두고 분자끼리 더하거나 던다. 즉 

m | n _ m + n m n _ m-n 
公 公 a ' a a 公 

② 분모가 서로 다른 분수끼리 더하거나 덜 때는 통 
분해 가지 고 분모가 같은 분수의 더하기 나 덜기처 럼 한다. 

특히 분모가 다른 분수들을 련이어 더하거나 덜 때 
한번에 통분하여 더하거나 덜어도 된다. 

※ 분수의 더하기 에서도 옹근수의 더하기에서 성 립하는 바꿈법 
칙，묶음법칙이 그대로 성립한다. 

- 분수의 급하기 

두 분수를 곱하려면 분자는 분자끼리，분모는 분모끼 
리 곱하면 된다. 즉 


m p mx p 9 m m 1 m 
이때 적은 같은 부호를 가진 두 분수를 곱하면 정의 
분수，서로 다른 부호를 가진 두 분수를 곱하면 부의 분 
수로 된다. 
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곱하기 를 할 때 데 림 분수는 가분수로 고쳐 서 한다. 

※ 분수의 곱하기 에서도 옹근수의 곱하기에서 성 립하는 바꿈법 
칙，묶음법칙，분배법칙이 성립한다. 

[거꿀수] 

곱하여 1이 되는 두 수를 서로 다른것의 거꿀 수라고 부 
른다. 

b a , 

一 X T = 1 
a 公 

-는 쓰의 거끌수，쓰는 으의 거물수 
a b b a 

분수의 나누기 

어떤 수를 분수로 나누려면 분수의 거꿀수를 곱하면 된다. 
a 그에 ， = 


公 


= —X- 

p m p m q 


나누기 를 할 때 데 림 분수는 가분수로 고쳐 서 한다. 


ᅩ3_ 


O 분수의 나누기의 성질 



① 1 

[ b -±A 



노 

_3_ 

|±| 

f 

n 


\a 

m ) 

P 


K a 

Py 

1 1 

乂 m 

② 1 

[ b -> 

식 

고 : 

=1 

노 

시 

x 」 

n 

\a 

m ) 

P 

1 

、公 

p) 

m 

③ ■ 

이 

f 

n 

— X 

:4 

=1 

( b_^ 

으、 

1 그 


公 ' 

K m 

p) 


、公 

m j 

i 

P 

④ 

公 . 

n 

—— = 

(b 

— X 

q 

-VI 

，■ 

n q 
— x — 

-1 


公 

m 


p) \ 

jn 

p) 


b 

n 

(b ^ 


/ 

n 



公 

m 


p) 

乂 m 

p) 
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분수의 발생 

분수는 자연수보다 퍽 후에야 나왔다. 

먼 옛날 사람들은 물체의 길이나 땅의 면적, 그릇의 용적 
등을 자연수만 가지고 표시하였으며 단위보다 작은 나머지량을 
버렸다. 그러나 사회가 발전하고 단위보다 작은 량을 다루어야 
할 필요가 많이 제기됨에 따라 점차 단위량들을 몇개로 같게 나 
눈 한몫을 새로운 작은 단위로 잡아 쓰기 시작하였다. 이렇게 
되여 분수가 발생되였다. 

지금 우리가 쓰고있는 모양의 분수표시방법은 12~13세기경 
에 나왔으나 16세기에 이르러서야 널리 사용되 기 시작하였다. 
___ 


4.소수 


[소수] 

분모가 10의 제 곱으로 되 여있는 분수를 분모없 이 표 
시 한것을 소수라고 부른다. 

[례] 32구6 =3 2.736 
10 3 

[유한소수와 무한소수] 

분수를 소수로 고치자면 부호는 그대로 달고 분자를 
분모로 나눈 상을 써주면 된 다. 

0.75， 3.4 등과 같이 소수부가 몇자리로 끝나는 소 
수를 유한소수， 0.333 …， 1.083 2… 등과 같이 소수부가 
끝없이 계속되는 소수를 무한소수 라고 부론다. 

O 분모의 씨인수가 2나 5만으로 된 분수는 분모를 10의 
제곱으로 고칠수 있으므로 그런 분수는 유한소수로 고쳐 진다. 

다 약분된 분수의 분모에 2나 5가 아닌 씨수가 있으 
면 그 분수는 무한소수로 고쳐진다. 
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O 무한소수가운데서 0.1212 …， 一0.166 6… 등과 
같이 소수점아래 에서 어 떤 수자렬 이 끝없 이 되 풀이 되 는 
소수를 순환무한소수 라고 부론다. 

이때 되풀이되는 수자렬을 순환 절이라고 부르고 괄호안 
에 넣어서 표시한다. 

[3(] 옳 = 0.1212". = 0. (12) 

-| = -0.1666"_ = - 0.1(6) 

0.(12) 와 같이 소수부가 순환절로만 되여있는 순환무 
한소수를 순순환무한소수, 0.8(3) 과 같이 소수부의 앞부분에 
순환되지 않는 수자가 섞인 순환무한소수를 혼순환무한소수 
라고 부른 다. 

모든 분수는 다 소수로 고칠수 있다. 

소수부에서 어떤 수자렬이 순환되지 않는 무한소수를 

비 순환무한소수 라 고 부론 다 . 

[례] 3. 141592 ••• 

- 소수를분수로고치기 

O 유한소수는 다 분수로 고칠수 있 다. 유한소수를 
분수로 고치려면 분자는 소수점을 떼여버려서 얻는 옹근 
수로 하고 분모는 소수점아래에 있는 수자의 개수를 지수 
로 하는 10의 제곱으로 하면 된다. 

[례] ?. i 78= im =^^ 

] 3 J— 1000 10 3 

◦ 순환무한소수는 다음 규칙에 따라 분수로 고친다. 

• 순순환무한소수를 분수로 고치기 
순순환무한소수를 분수로 고치자면 부호는 그대로 두 
고 분모에는 순환절 에 든 수자의 개 수만큼 수자 9를 써 주 
고 분자에는 순환절 의 수를 그대 로 써주면 된 다. 
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즈 


0.(«! a 2 •••«„) = 


어公 2 •••公,, 

99". 9 


• 혼순환무한소수를 분수로 고치기 
혼순환무한소수를 분수로 고치자면 부호는 그대로 두 
고 분모에는 순환절 에 든 수자의 개 수만큼 9를 써주고 순 
환되지 않는 소수부의 개수만큼 0을 붙여준다. 

그리고 분자에는 순환절까지의 소수부에서 순환되지 
않는 소수부를 던 차를 써주면 된 다. 즉 

0. A A A … Pm (公 1 公 2 公 3 … 公 ” ) = 

_ A Pi 쏘 … 公 ,, 이 여 2 • •• 어 , —"1 Pi Pi … P,n 
一 99--900---0 


비순환무한소수는 분수로 표시 되 지 않는다. 
[ 유한소수 


소수 


무한소수 


순환무한소수 j 
비순환무한소수 


순순환무한소수 
혼순환무한소수 


5.유리 


[유리수] 

분수로 표시할수 있는 수를 유리수라 고 부론다. 

옹근수는 분모가 1인 분수로 볼수 있으므로 옹근수도 
유리 수이 다. 

유리수가운데서 정수를 정의 유리수， 

부수를 부의 유리수라고 부론다. 유한소 
수나 순환무한소수로 표시되는 수도 
유리 수이 다. 

유리수전체의 모임을 Q 로 표시한다. 
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[지수령식] 

10의 제 곱을 씨 서 수를 표시한것 을 그 수의 지수령식 
이라고 부른다. 


308 x10 m 

¥주 

[분수와 소수가 섞인 식의 계산] 

분수와 소수가 섞인 식에서는 분수를 소수로 고치든가 
소수를 분수로 고쳐서 계산한다. 

더하기와 덜기에서는 대체로 분수를 소수로 고쳐서 
계산하는것이 좋고 곱하기와 나누기에서는 소수를 분수로 
고쳐서 계산하는것이 좋다. 

순환무한소수가 들어있는 식 에서는 소수를 분수로 고 
쳐 계산하는것이 좋다. 

[례] 0. (3)+쁑 + | = |><옮 + ! = 옮 + | = 0.1 + 2.5 = 2. 6 

- 유리수모임의성질 

① 유리수모임의 순서성: 아무런 유리수 a, 스를 취 
해 도 a, 스사이 에 는 다음의 세 관계 가운데 한 관계 만이 
성 립 한다. 

a <b, a = b, a> b 

그리고 a<b, 6 <c 이면 a<c (이동성) 이 성립 한다. 

② 유리수모임의 조밀성: a <6 인 임의의 두 유리수 
a, 公 사이에는 a <r <b 를 만족시 키는 적어도 하나의 유리 

수 r 가 있 다. 사실 ^ = _를 취 하면 된 다. 

결국 임의의 두 유리수사이에는 무수히 많은 유리수 
가 있다는것 이 다. 

③ 유리수모임 의 닫김성 : 유리 수모임 Q 에 들어있는 
임의의 두 수(한 수를 두번 취해도 좋다.)에 어떤 산법을 
실시한 결과가 모임 Q 에 들면 Q 는 그 산법 에 관해서 닫 
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긴다고 말한다. 유리수모임은 더하기，덜기，곱하기, 나 
누기 에 대 하여 닫긴다. 이때 0으로의 나누기는 제외 한다. 


[퍼센트] 

어떤 량의 을 그 량의 1퍼센트라고 부르고 n 로 

표시 한다. 


i %= 


2%： 


100 

2 

"Too 


100% = 뽑 =1( 전체) 


n%- 


100 


[a,] 20 메 H 2 

12 0네 | 나2 


% 

퍼 센트 


— \상 '식:/- 

퍼센트와 그 기호의 유래 

퍼센트라는 말은 라린어 《 Procetum 》 에서 나온것인데 
그 본래의 뜻은 백에 대하여 몇인가 하는것이다. 

례를 들어 7퍼센트라는것은 전체를 100으로 볼 때 7 즉 전체의 

그一 올 의 미 한다. 이 로부터 퍼 센트를 백분 률이 라고도 부론다. 

100 

퍼센트기호《초》는 수 100의 모양을 


100 0 I 0 % 

I_^ 

와 같이 변경시켜 만든것으로 알려지고있다. 
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한 수의 몇%를 구하기 


전체 : 100%- 
부분; P %' 


…… a U 
…… x \ 


m xp (또는 


ᄌ = 公 X- 


P 

100 


[례] 동이 20% 들어있는 합금 300 kg 에 는 동이 얼 마 
나 들어있겠는가? 


풀이. 300의 20% = 300 x 


20 

100 


:60 


답. 60 kg 


어떤 수와 그 수의 %를 알고 전체를 구하기 

스이 므로 


전체; 100%……시 P 

卜 X X- 

loo 


부분; P% — 

한 수가 다른 수의 몇%인가를 구하기 


-xlOO 


P 


전체 ; a ……100%1 

'X% [ 


x = -xl00(%) 


부분; b - ᅭ 

[원도표] 

원에 그린 도표를 원도표라고 부른다. 



6.실수와 복소수 


[무리수] 

비 순환무한소수로 표시되는 수를 무리수라고 부론다. 
무리수도 유리수와 마찬가지로 끝없이 많으며 정의 
무리수，부의 무리수로 가른다. 

[례] V 2 , V 3 , n , sin 10°, lg 3 , 2兵 등은 다 무리 
수이 다. 
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[실수] 

유리수와 무리수를 통털어 실수라 
고 부론다. 실수모임을 묘로 표시 한다. 

옹근수모임 을 Z ， 자연수모임 을 N , 

유리수모임을 Q 라고 하면 
NcZcQcR 
- 실수모임의성질 

① 실수모임의 순서성 : 임의의 두 실수 a , Z ? 를 취해 
도 다음의 세 관계가운데 서 한 관계 만이 성 립한다. 

a < b , a = b , a>b 

그리고 a<b , 公 <c 이면 a<c (이동성) 이 성립 한다. 

② 실수모임의 조밀성 : a<b 인 임의의 두 실수 a , 
스를 잡아도 a < r <6 인 실수 r 가 적어도 하나 있다. 

이 리하여 두 실수사이 에 는 무수히 많은 실수가 있 다 
는것 이 나온다. 

③ 실수모임의 련속성 : 실수들을 수축의 점으로 표시 
하면 수축은 실수가 표시하는 점 들로 꽉 차있다. 이 리 하 
여 수축의 점은 실수들이 련속적으로 배렬된것처럼 볼수 
있기에 이런 성질을 실수모임의 련속성이라고 말한다. 

④ 실 수모임 의 닫김성 : 실 수모임 은 두 수의 더 하기 , 
덜기，곱하기，나누기 (0 으로의 나누기는 제외)에 관하여 
닫긴다. 이것을 실수모임은 사칙산법에 관하여 닫긴다고 
말한다. 그러나 무리수모임은 어느 한 산법에 관해서도 
닫기지 않는다. 즉 두 무리수의 합, 차，적，상이 유리수 
로 되는 경우가 있는것이다. 

[례] V 2+(- V 2+2) = 2 gQ , (3 + V 3)-(2 + a /3) = 1 gQ 
2-\/5 x 3- v /5 = 6 x 5 = 30 gQ 

6 + 2V3 _2(3 + V3)_o.r^ 

1= 厂 一 p =~ — 스 든:、 c 足 

3 + V 3 3 + V 3 
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[허수의 단위] 

2제 곱하면 一 1로 되 는 새 로운 수 /를 받아들여 그것 
을 허수의 단위라고 부른다. 

즉 i 2 =-1 

그리 고 실 수에 서 하던 산법대 로 하면 

■ 0 , 

i =1 

•3 »2 • / 1 \ • • 

I = I ' I - (- 1 )*^ ~ -1 

•4 *3 • .2 / 1 \ 1 

I = I — =—(— 1 ) = 1 


일반적으로 
’ 1 
■n I 

1 = -1 


n = 4k 
n = 4k + 1 
n = 4k + 2 
n = 4k + 3 


(Jc = 0 , ±1 , ±2, •••) 


실수의 테두리에서는 부수의 2 차뿌리는 없다고 하였다. 
그러나 새로운 수 / 를 써서 一9 의 2차뿌리는 7^9=3/ , 


- 7^9 = -3 / 와 같이 표시 하기 로 한다. 그러 면 一 1 의 2차뿌리 는 
"-1 = i , — V - 1 = ~i 

일 반적 으로 a 가 정 수일 때 부수 - a 의 2차뿌리 는 서 


로 반대인 두 수 a 시와 - a 사이다. 즉 


i 1 _ 

(_ a ) 조 = a 호 i 또는 、/- a = yfai 

1 1 _ 

- ( - 幻 !) 요 =— d^i - 、1 — d — _ yf 금 i 

[복소수] 

a, b A 실수일 때 a = a + W 모양의 수를 복소수라 고 부른 
다. 여기서 a ， b 를 각각 a 의 실수부，허수부라고 부른다. 그 
리 고 실수부를 a = Rca, 허수부를 6 = 와 같이 표시한다. 
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z? = 0 인 복소수 G + 0/ 는 실수 G 와 같다고 본다. 

公：균0인 복소수 a + W 는 실수가 아니 다. 이 리 한 복소 
수를 허수라 고 부른다. 특히 a = 0 이고 &굳0 인 복소수 
0 + W 를 순허수라 고 부른다. 

실수 (b = 0) 

떠허수 (내)) ■ 허수 (: ： o ! 

복소수모임 을 글자 C 로 표시한다. 그러 면 
NCZCQCRCC 

두 복소수에서 실수부와 허수부가 각각 갈으면 그 두 
복소수는갈다고 말하고 같기기 호 < =〉로 표시한다. 

a + bi = c 七 di <=> a = c , b = d 

그러 므로 실 수부와 허 수부가운데서 어 느 하나라도 같 
지 않으면 두 복소수는 같지 않다. 

복소수는 서 로 다른 글자 CK, 13, r , … 등으로 표 
시하여 구별한다. 

복소수모임에서는 실수에서와 같은 크기관계를 생각하 
지 않는다. 그러 나 a^c 또는 스굳(/이면 a + W 균 c + t// 이 다. 

[실수결수 2차방정식의 풀이] 


판별식 

풀이의 개수 

풀이 모임 

D>0 

서로 다른 실수풀이 

I — 네 _스_ 히 

1 2a 2a 2a 2a J 

D = 0 

한개의 실수풀이(겹풀이) 

{움} 

D<0 

서로 다른 두개의 허수풀이 

U + fi, -스」 


2a 2a 2a 2a 

(D = 公 2 - 4ac) 
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[공액복소수] 

복소수 « = a + W 에 서 허 수부의 부호를 반대 로 바문 
복소수 a-bi 를 a 의 공액복소수라 고 부르고 « 로 표시한다. 
a = a+bi = a — bi 

이 때 a-bi = a + (~ b)i = a - (-公)/ = a + 公/ 이 므로 a 와 幻 r 는 
서 로 공액 인 복소수이 다. 

실수의 공액인 복소수는 그 실수자신이 다. 

[례 ] 3+ 2/에 공액 인 복소수는 3-2/ 

32，-3/ + 2 에 공액 인 복소수는 각각 32，2 + 3/ 
[복소수의 산법] 

- 복소수의더하기와덜기 

두 복소수의 더하기와 덜기는 실수에서와 같이 하되 
다음 규칙에 따라 즉 실수부는 실수부끼리，허수부는 허 
수부끼 리 묶어 서 진행한다. 

(a + bi ) + (c + di ) = (a + c ) + (b + d)i 
(a + bi ) -(c + di ) = ( a - c ) + ( b - d)i 
[례 ] (2 + 30 + (-6 + 20 = (2 - 6) + (3 + 2 )i = -4 + 5 i 
(2 + 30 - (一6 + 2/) = (2 + 6) + (3 - 2 )i = 8 + / 

복소수 <7 + 스/는 두 복소수 a + 0/ 와 0 + W 의 합으로 볼수 
있 다. 

복소수의 더하기에서도 바꿈법칙과 묶음법칙이 성립 
한다. 

« + " = " + « (바꿈법 칙 ) 

{a + j 3) + y = a + ( j 3 + y ) (묶음법 칙 ) 

« = a + W 일 때 

0 — = (0 + 0/) — (^ 4 - 公/) — —u — bi 

를 간단히 -a 로 표시하면 

a + {- a ) = {- a ) + 公 r = 0 

이라는것을 곧 알수 있다. 



복소수 -«를 복소수 «의 반대수라고 부른다. 

복소수를 덜 때에는 그 반대수를 더하면 된다. 즉 
ex , _ f 5 — ex , ( 一 !3、) 

복소수의 급하기와 나누기 

복소수의 곱하기와 나누기에서는 / 2 =-i 로 바꾸면서 
실수의 곱하기，나누기에서처럼 한다. 

(a + bi){c + di ) = (ac - bd ) + (ad + bc)i 

a + bi _ ( a 公 /) (c 一 di ) _ac + bd + bc-ad . 
c + di (c + di){c - di ) c 2 + d 2 c 2 + d 2 

[례 ] (2 + 30 (-6 + 2 i ) = 2 • (-6) + 2 • 2/ + 3 • (-6)/ + 3 • 2 i 2 = 

= [2_(-6)-3_2]+[2_2 + 3_(-6)]/ = -18-14/ 

2 + 3/ _ (2 + 3/) (-6-20 
-6 +2 厂 (-6 + 2/) (-6-2/) 

. [ 2 • (- 6 ) + 3 • 2 ] + [ 2 • (- 2 ) + 3 (- 6 )]/ - 6 - 22 /..... 

- (-6) 2 +2 2 - 40 — 

__ 6__22 . = _^__ n . 
~~ J 0^ A 0 1 ~~20~20 1 

복소수의 곱하기에서도 실수모임에서와 같이 바꿈법 
칙，묶음법칙，분배법칙이 성립한다. 
a /3 = Pa (바꿈법 칙 ) 

{ a /3 )y = a {/3 y ) (묶음법 칙 ) 

(a + P)y = ay + /3 y (분배 법 칙 ) 

« = 0 + 抗(굳 0) 일 때 복소수 丄 을 복소수 a 의 거꿀수 

a 

라고 부른 다. 

a-a = {a + bi)(、a -bi) = a 2 - (bi) 2 -a 1 +b 2 
이 므로 복소수 a 의 거 물수는 다음과 같다. 

1 _ a _ a-bi 

a 公 •公 a 1 +b 2 
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[례] 3+ 2/의 거끌수 

1 3 -2 / _ 3 2 . 

3 + 27" 3 2 +2 2 '13'13' 

복소수를 나눌 때에는 그 거물수를 곱하면 된다. 즉 

복소수에서도 0으로의 나누기는 할수 없다. 

[복소수모임의 닫김성] 

복소수모임은 더하기，덜기，곱하기，나누기，«차뿌 
리구하기 산법 에 관하여 닫긴다. 그러 나 허 수들의 모임 은 
우의 산법에 관하여 닫기지 않는다. 

[례] (2 + 30 + (2-30 = 4, (3-20-(5-2 z ) =-2 

3/ - 5/ = — 15 , —- = — 

2 i 2 

[대수적수와 초월수] 

유리 수곁수 대 수방정 식 의 풀이 로 되 는 수를 대수적수라 
고 부르고 그렇지 않은 수를 초월수라고 부른다. 

[례] 모든 옹근수，유리 수는 대 수적수이 다. 

원둘레 률 7： , log 2 3 , sin 10° , T 反 은 다 초월수이 다. 

[복소수의 기하학적표시] 

복소수 a + bi 가 주어 지 면 실수쌍 ( a , 스) 가 주어 지 고 
이 때 평 면의 점 M ( a , 均 가 정해 진다. 

거꾸로 평면의 점 M ( a , 均가 주어지면 실수쌍 ( a , b ) 
에 대하여 하나의 복소수 fl + W 를 생각할수 있다. 즉 

( a + bi )< 1 대 1 > M ( a , b ) 

따라서 복소수 fl + W 는 기 하학적 으로 자리표평 면의 
점 으로 표시할수 있다. 
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7. 근사계산 


[오차와 절대오차] 

정 확한 값 A 와 그의 근사값 a 에 대 하여 A-a 를 근사 
값 a 의 오자， | A - 비 를 근사값 g 의 절대오차라 고 부론다. 
절 대오차를 식 로 표시한다. 즉 A a =| A - a | 

절대오차가 기껏해 서 Afl 를 넘 지 않을 때 즉 
A a =| A - a |< Aa 

일 때 Aa 를 근사값 a 의 절대오차한계 라고 부론다. 

이때 

公一 Aa < A _< a + ᅀ次 

가 성 립 한다는것을 알수 있다. 

^ A 幻’ — 하、 Act - - ^ 

-^-느슷-거-느누 

a-Aa a ~| A - a |' a a+Aa 


A 의 근사값 a 의 절대 오차한계 가 Aa 라는것 을 A = a±Aa 
로 표시한다. 

[상대오차] 


& 또는 #를 근사값 a 의 상대오차라 고 부르고 S a 
| A | |미 

로 표시한다. 즉 

^오시 1一 ^오 /I 


次 


-피 


또는 次 


여기서 식 를 Afl 로 바꾸면 상대오자한계 心 를 얻는다. 즉 

Sa =^ _£는 da =^4 
| A | \ a \ 

상대오차는 보통 %로 표시한다. 

[례] A = 50, a =52 일 때 A a =|50 -52|=2 

예 + 0 _ 04 = 4 ⑵ 
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[례] L = 84±0.42 에 서 

“ = %유 xl 00 = 0.5 (%) 

o4 

84-0.42< L <84 + 0.42, 83. 58< L <84. 42 

[믿을수자] 

근사값에 서 어 떤 수자 « 가 놓인 자리 의 단위의 절 
반이 그 절 대오차보다 작지 않을 때 « 를 믿을수자 라고 
부른다 • 

1보다 작은 정 수에 서는 소수점아래 의 0이 아닌 첫 수 
자앞에 있는 0은 믿을수자로 보지 않기로 한다. 

[례] a = 7250, A a =7 일 때 fl 에서 수자 0이 놓인 자리 

는 하나의 자리이고 그 절반은 1 = 0.5 이며 

0.5<7이므로 0은 믿을수자가 아니 다. 마찬가지 

로 수자 5도 믿을수자가 아니다. 

그러나 백의 자리의 수자 2은 하으 = 50, 50>7 

이므로 믿을수자이 다. 

천의 자리의 수자 7은 물론 믿을수자이다. 

[근사값들의 더하기와 덜기] 

두개의 근사값들의 합이나 차를 계산할 때에는 보통 
주어진 근사값들가운데서 마지막 믿을수자의 자리가 가 
장 높은것 을 찾고 다른 근사값들은 반올림하여 이 보다 
한자리 더 남겨서 계산한다. 나온 계산결과에서는 마지 
막자리 를 반올림한다. 

[례] 84.092 + 5. 6처 89. 7 165. 846 —92. 4어 73.5 

8 4.0 9 1 6 5.8 5 
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[근사값들의 급하기와 나누기 ] 

두개의 근사값들의 적이나 상을 계산할 때에는 보통 
주어진 수들가운데서 믿을수자의 개수가 가장 작은것을 
찾고 다른것들은 반올림하여 이보다 한자리 더 남겨가지 
고 계산한 다음 결과의 믿을수자의 개수는 처음 찾은것과 
같게 한다. 

[려|] 0.45326 X 3.7^1.7 
0. 4 5 3 


13 5 9 
1. 6 7 6 1 

[지수가 부수인 제급] 

지수가 0 또는 부의 옹근수인 10의 제곱은 다음과 같 
이 약속한다. 

10 ° = 1 

10^"=—(« eN ) 

10 " 

[유효수자] 

10진수의 수자렬에 서 10의 제 곱을 곱하거 나 나누어 
도 달라지지 않는 토막에 들어있는 모든 수자들을 그 수 
의 유효수자 라고 부론다. 

[례] 3 260의 유효수자는 3，2，6이 고 
0.000 307의 유효수자는 3，0, 7이 다. 

[수의 표준지수령 식 ] 

정수를 구간 [1, 10) 에 드는 수에 10의 제곱을 곱한 적 
으로 표시 한것 을 수의 표준지수령 식이 라고 부른다. 

A = a • 10? ( l < a <10, neZ ) 

i I 

표준결수 표준지수 
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8. 복소수의 삼각형식 


[복소수평면] 

자리표평면의 점을 복소수로 볼 때 이 평면을 복소수 
평면(가우스평면)이라고 부론다. 

복소수평 면에 서 실수는 X 축의 점 으로，순허 수는 기 축 
의 점 으로 표시 된 다. 그러 므로 X 축을 실축, 기 축을 허축， 
점 O 를 원점 이라고 부른다. 

앞으로 복소수 a ； 라는 말과 점 a 라는 말은 같은것 으 
로 보기로 한다. 

복소수 « = a + W 는 또한 자리표평 면에서 이 복소수를 
표시하는 점 a 를 끝점，원점 O 를 첫 점 으로 하는 벡 토르 
와 1대1로 대응시 킬수 있다. 

복소수 a = G + 야 에 대 응하는 백 토르를 복소수 a 의 
동경백토르라고 부론다. 동경벡토르의 길이는 피다고라스의 

정 리 에 의 하여、/公 2 + 公 2 이 다. 

[복소수의 절대값] 

복소수 a = a + bi 에 대 하여 수 
、 la 2 + b 2 을 복소수 a 의 절대값이라 
고 부르고 |«|와 같이 표시한다. 즉 

|幻:| = \a + bi \ = a 2 + b 2 

[편각] 

령 아닌 복소수 a = + 所 의 동경벡 토르가 x 축의 정 방 
향과 이 루는 각 /9 를 복소수 a 의 편각이라고 부르고 
arg a = arg(a + bi ) = 6 같이 표시 한다. 

복소수 0=0+0/에 대해서는 아무런 각이 나 다 편각으 
로 본다. 그러므로 argO 은 일정하게 정해지지 않는다. 

복소수 « =0은 절 대 값만으로 정해 진다. 
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[복소수의 삼각령식] 

복소수 a = a+bi 의 절대값을 
r , 편각을 6 라고 하자. 

그러 면 a = rcosd , 公 = rsin 分 
따라서 a = r ( cos " + /sin 이 로 쓸 
수 있다- 

이 것을 복소수 a 의 삼각형식 
또는 극형식이라고 부른다. 

그리 고 a+W 를 a 의 대수형식이 라고 부른다. 
대 수형 식 의 복소수를 삼각형식 으로 고치 려 면 

r = 、 ja 2 +b 2 , cos 6- — , sin0 = — 
r r 

에 의하여 절대값，와 편각 e 를 정하면 된다. 
[례] 복소수 i +/ 의 삼각형식 

풀이. r = Vl 2 + l 2 =a/2 



[례 ] / 의 삼각형식 
풀이 . r = l , 分 

. . 71 .. 穴 * 

. . I - cos — + ism — 

2 2 

삼각형식으로 표시된 복소수의 산법 

a = 厂 “cos 여 + /sin 分 ！), /3 = 厂 2 (cos 分 2 +/sin^ 2 ) 

삼각형식의 복소수를 곱할 때에는 절대값들은 곱해지 
고 편각들은 더해진다. 
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ap =，, 2 [cos (分 i + 分 2 ) + 표 sin (分 i + 0 2 )] 

삼각형식의 복소수를 나눌 때에는 절대값들은 나누어 
지고 편각들은 덜어진다. 

| = i[cos (이-化) + /sin (이-이] 

P 厂2 

[3)1] 6( cos 45° +/ sin 45°) x 승 ( cosl 5。+/ sinl 5°) = 

냥 cos (45° +15°) + / sin (45° 내 +， sin 60。) 



② 씅 =&， arg 증 

다 \ P \ \P J 

성 질 ①은 인수가 3 개 이상인 경 우에 도 그대 로 성 립 한 

다. 즉 |이이…«„ 1=1^ .|« 2 | . \a n \ 

arg(a l a 2 . ••公 „) = arg^ + arga 2 + ••• + arg 公" 

특히 | 幻 r 가 = | 公 「, arg ( a n ) = narga 

이로부터 복소수의 m 제곱공식을 얻는다. (/ z ^ N ) 

a n = [厂 (cos 6 + i sin 0)] n = r n (cos nd + i^inn 6) 

이 공식 을 와브르의 공식이 라고 부른다. 
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z n =« 인 z 를 복소수 «의 «차뿌리라고 부르고 Z = n 4a 
와 같이 표시한다. 

« = r ( cos <9 + /sin 이 일 때 편각에 2 ;r 의 옹근수배 를 더 
하여 도 복소수는 달라지지 않으므로 다음 공식 이 나온다. 

'■{fa = L k \z k = 다 cos 6 + ^ k7T + i sin 0 +， ], k=0, !,•••, «-ll 


여 기 서 'Jr 는 정 수 厂 의 丄 제 곱 이 다. 

n 

복소수 «의 «차뿌리 巧는 실수의 경우와는 달리 
«개의 «차뿌리전부를 표시한다. 

[례] 복소수 1 + /의 4차뿌리 를 구하여 라. 


풀이 . 


cos 두 +/sin ■두 
4 4, 


=< 

4 Vvf 

( + 2k7T + 2k 刀: ᄀ 

4 4 

cos — 一一 -卜 i sm —一一 - 

4 4 

, A : = 0, 1, 2, 3 



1 ) 



• • 7T 

cos^+zsm-f^ 
lo , 


n 

瓦 


cos 욕프 +， sin - 2 뇨 


4 


4 


, k = Q , 1, 2, 


2 夕 r 2 夕 r 

이 제 co = cos —— + / sin —— (=0 로 표시 하면 
4 4 


co 


- cos 


2 뇨 +/ sin 프프 (= 시 


4 4 

1 + /의 4차뿌리 를 z k (k = 0, 1, 2, 3) 로 표시하면 


z k 


： 8 V 2 


n . . n 
cos —— + ism —— 
16 16 


, 、 


CO 


이 4 개 의 값을 각각 표시하면 


z o 


： 8 V 2 


n .. 代 

cos —— + zsm —— 
16 16, 
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1 . 

— ZqCO — ZqI 

z 2 — z 0^ 2 ~ Z 0’ 2 = ~ z 0 

,、3 -3 . 

Z3 _ z() 스 ) _ z () 죠 _ _z()z 

복소수 «(굳 0)의 « 차뿌리 를 구할 때 그의 한 «차뿌 
리 선를 알면 다음 공식에 의하여 나머지 «차뿌리들을 구 
할수 있다. 

'yfa = \z k = p{^cos^-+i sin ^j , k=0, 1, …， «-lJ 

[례] 복소수 64(cosl35° + /sinl35。) 의 3 차뿌리 를 구하여 라. 
풀이. 이 복소수의 3차뿌리를 하나 구하면 

V64 co“ 풍- +/sii“ 풍 -j = 4(cos45° +/sin45°) 

= 4(cos45° + /sin45°)® A ', (k = 0, 1, 2) 
co = cos 120。+ i sin 120° 

즉 3 차뿌리는 

|4(cos45° +/sin45°), 4(cosl65° +/sin 165°), 

4(cos285° +/sin285 0 )} 

복소수 ^ + 농 0；) 의 2 차뿌리를 구하는 공식 
yja-\-bi =x+yi (x , 少 : 실수 ) 

로 놓고 두 변을 2 제곱한 다음 두 복소수가 같기 위한 조 
건을 리용하여 

\x 2 - y 2 = a 
[2xy = b 

를 풀어 서 x, j 를 구하면 다음과 같은 공식 을 얻는다. 
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스〉0인 경우 
yja + bi = ± 
스<0인 경 우 


a 2 +b 2 + 次 _ • jy/a 2 +b^-a 

2 J 2 
[3)1 ] 、[i = V 0 + / • 1 이 므로 a = 0 , b — \ 

ir =± ^ (1+0 

[복소수산법의 기하학적으 I 미] 

더하기와 덜기 

a = a + bi , j 8 = c + di 

두 복소수 « 와，의 합 
« +，는 복소수 a 의 동경 벡 
토르와，의 동경백 토르를 이 
웃한 두 변 으로 하는 평 행4변 
형의 대각선의 끝점으로 표시 
된 다. 

다음 안같기식 이 성 립하는것 도 곧 알수 있 다. 

|a + ^|<|a| + |^| 

복소수 a 에 복소수，를 더 
한다는것은 a 를 표시하는 점이 
J 3 의 동경벡 토르의 방향으로 그 
길이만큼 평행이동한다는것을 의 
미 한다. 
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두 복소수 a 와，의 적 aj 3 (a ^0 ,，뉴 0) 는 복소수 
公 의 동경벡 토르의 크기 를 |，|배 하고 arg ， 만큼 회 전시 킨 

벡 토르의 끝점 으로 표시한다. 

복소수 a 에 복소수，를 곱한다는것 은 a 의 동경벡 

토르의 크기 를 |끼배 하고 원점 을 중심 으로 arg ， 만큼 정 방 
향으로 회전한다는것을 의미한다. (그림 1)) 

두 복소수 a 와，의 상 («^0,，캐)는 복소수 

a 의 동경벡 토르의 크기 를 _배 하고 arg " 만큼 부의 방 

향으로 회 전시 킨 벡 토르의 끝점 으로 표시된다. (그림 L )) 

0아닌 실수는 모두 정수，부수의 부호를 가지며 실수 
들은 수축에 빈름없 이 늘여놓을수 있다. 또 실수들은 서 
로 크고작은 관계 를 비 교할수 있다. 
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덜기는 더하기의 거물산법 이므로 a - /3 = r 라고 하면 
7 = a 이므로 복소수，의 동경백토르를 한 변으로 하 
고 복소수 a 의 동경백 토르를 대 각선 으로 하는 평 행4변형 
의 이 웃변의 끝점 이 바로 차 «- ，를 표시한다. 

- 급하기와나누기 

1 ᅳ …， M 





그러나 복소수는 복소수평면에 펴놓이게 되기때문에 
정수, 부수의 부호를 가지게 하거나 크고작은 비교를 하 
기 어렵다. 때문에 허수에 대해서는 정수，부수의 부호를 
말하지 않으며 허수와 실수，허수와 허수사이에는 크고작 
은 비 교를 하지 않는다. 

따라서 정수，부수라고 하면 그것은 실수이며 안같기 
식 이 써있으면 그 두 변의 값은 실수이다. 

— 상 식 ,，- 

많은 론문을 남긴 수학자 a 쉬 
(1789-1 857, 프랑스) 

꼬쉬는 해석학에서 많은 업적을 남기였다. 

꼬쉬의 수렴판정법도 그가 내놓았다. 그의 최대의 공적은 
복소수함수론을 개 척한것 이 다. 

꼬쉬 의 적 분공식발견도 유명한것 이 다. 

꼬쉬는 행 렬식리론의 기본틀거 리를 마련하였다. 

꼬쉬는 800여건의 론문을 남기였는데 가우스와 함께 근 
대 수학을 완성 단계 에 올려세 우는데 크게 공헌하였 다. 

_ _ _ _ _ 
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제 2 장. 셈 식 

1.여러마디식 


[한마디식] 

곱하기만 들어있는 식을 한마디 식이라고 부른다. 

수 하나，글자 하나도 한마디식이다. 

수와 글자들의 적에서 수인수를 결수라고 부른다. 

[례 ] 3 a 2 , x y 

니수/ 

졌 x = l-x , = 이므로 x 와 -x 의 결수를 각각 1, 一 1 

로 본다. 

식에 들어있는 글자에는 변하는 값(여러개의 수)을 
대 신하는 글자도 있고 일정한 값을 대 신한것 도 있다. 

일반적으로 일정한 값을 대신하는 글자를 a , b , c , … 
로，변하는 값을 대 신하는 글자를 x, y , z , …로 표시 한다. 

일정한 수를 대 신하는 글자를 수와 같이 보고 곁수에 
넣어 쓴다. 

[례 ] 6 a x 2 

[한마디식의 차수] 

한마디식 에 들어있는 변하는 값을 대 신하는 글자인수 
의 제 곱지수들의 합을 그 한마디식의 차수라 고 부론다. 

[례] 3;여의 차수 2 

[여러 마디 식] 

한마디식을 더하기기호나 덜기기호로 이어서 만든 셈 
식을 여러마디식이 라고 부른다. 

한마디식 도 여 러마디식 으로 본다. 
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[여러마디식의 마디] 

여 러 마디식 을 한마디식 의 합으로 볼 때 그 매 한마디 
식을 그 여러마디식의 마디라 고 부론다. 

모든 여 러마디식은 한마디식들의 합으로 표시할수 있다. 
[례] 3 x 2 + 5 xy + (- x 2 y ) + (-6 xy 2 ) 



여 러 마디 식 을 거 기 에 들어 있는 매 한마디 식 의 바로 
뒤에서 끊으면 마디가 얻어진다. 여러마디식은 그 마디의 
개 수에 따라 2마디식，3마디식，… 으로 가른다. 

[례] 2방-; c 2 /(2 마디식 ) 

[여러마디식의 차수] 

여 러 마디 식 의 마디 들의 차수가운데 서 제 일 큰것 (높은 
것 ) 을 그 여러마디식의 차수라 고 부론다. 

[례] 뇨 + 2는 1차여러마디식이고 5 jc 3 +2 jc + 3 은 3차여 
러 마디 식 이 다. 

[한또래 마디] 

여러마디식의 마디들가운데서 글자부분이 같은 마디 
들을 한또래마디라 고 부론다. 

3 a + 2 b ^2 g-h 5 

[ 힌포리 M 디 | 

- 한또래마디의 정돈 

한또래마디 들의 공통인수인 글자부분을 괄호밖으로 내 놓 
고 하나의 마디로 고치는 것을 한또래마디를정돈한다고 말한다. 

[례] 3a + 2b + a-5b + l = (3a + a) + (2b 一 5公) +1 

= (3 + l)a + (2-5)b + l = 4a-3b + l 

- 여러마디식의 정돈 

여 러마디식 에서 한또래마디 들을 정 돈한 다음 마디 들의 
차수가 높아지는 차례로 또는 차수가 낮아지는 차례로 쓰 
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는것 을 여러마디식을 정돈한다고 말한다. 

정돈된 여 러 마디 식을 차수와 마디의 개 수에 따라 1 차 

2마디식，2자3마디식, … 이 라고 부론다. 

[례] 3x 2 +2x + 1 (2 차 3마디 식 ) 

[여러마디식의 산법] 

- 여러마디식의더하기 

괄호를 묶은 여 러마디식 을 더할 때 에는 

① 괄호를 풀면서 그안의 마디 들을 그대 로 이 어쓴다. 

② 얻은 여러마디식을 정돈한다. 

[례] 5x 2 -x + 2 + (- x 3 + 2x 2 -1) 

= 5 x ^ _ x 2 . - x ^ 1 + 2 . x ~ - 1 
— -+1 - x \ 

- 여러마디식의멀기 

X 에 관한 식 (변 하는 값을 대 신하는 글자가 X 만 들어 
있는 식)을 간단히 A ( x ), B ( x ), … 와 같이 표시한다. 
괄호를 묶은 여 러마디식 을 덜 때 에는 

① 괄호를 풀면서 더 는 여 러마디식 의 매 마디 들의 부 
호를 바꾸어 이 어쓴다. 

② 얻은 여러마디식을 정돈한다. 

[례 ] 5u — (2(? + b — 4) = Su - 2“ — Z? + 4 = 3u — 스 + 4 

- 여러마디식의급하기 

한마디식에 여러마디식을 곱할 때에는 한마디식에 여 
러마디식 의 매 개 마디 를 곱하고 정 돈한다. 

[3(1] 幻， 2 (公公 2 + 公 2 公) = a 2 ab 2 + a 2 幻， 2 公 = 幻， 3 公 2 + a 4 b 

두 여러마디식을 곱할 때에는 한 여러마디식의 매개 
마디 에 다른 여 러마디식 의 모든 마디 를 각각 곱하고 정 돈 
한다. 

[3(1 ] ( oh ■公 ) (c + 넜) = ac + aJ + 公 c + 公넜 



O 급하기공식 

여러마디식의 곱하기에 많이 리용되는 곱하기공식은 
다음과 갈다. 

① (a + b)(a-b) = a 2 -b 2 

② (a+b) 2 =a 2 +2ab + b 2 

③ (a-b) 2 =a 2 -2ab + b 2 

(4) (公 + Z? + c)~ — + b“ + c~ + 2,cib + 2 幻 ft* + 2.bc 

(5) {a + bf =a^ + 2>a 2 b + 2>ab 2 +b^ 

⑥ (a-b) 3 = a 3 -3a 2 b + 3ab 2 -b 3 

(7) {x+a){x+b){x+c)=x i + {a+b+c)x 2 +(o 公 +ac+ 公 c)jc+a 公 c 

(8) (t/ - -\~b~ +c~ 一 ub — uc ■ 一 bc^iju-\~b-\~c) = + + — 3obc 

옹근수, 분수에 서와 같이 여러 마디 식에서 도 더하기， 

곱하기에 관하여 바꿈법칙，묶음법칙，더하기에 관한 분 
배법칙이 성립한다. 
o 인수분해 

여 러마디식 을 몇개의 인수들의 적 으로 변형하는것 을 

인수분해한다고 말한다. 

O 인수분해방법 

① 여러마디식에서 공통인수를 찾아서 인수분해하기 

ma + mb = m(a + 公 ) 
a{c -\-d) + b{c -\-d) = {c-\- d)(、a + b) 

② 마디들을 묶어서 인수분해하기 

3ax -by- 3ay + bx = {?>ax 一 3ay) + (bx - by) 

= 3a(x _ 少 ) + b(x 一 少 ) = 一 y)(3a + b) 

③ 마디 를 갈라서 인수분해하기 

2a 2 + 5ab + 3 公 2 = 2a 1 + lab + 3ab + 3 公 2 

= (2a 2 + lab) + (3ab + 3b 2 ) = 2a(a +b) + 3b(a + b) 
= (a + 公) (2 a + 3 公) 
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④ 곱하기공식을 리용하여 인수분해하기 
— {^ci + b、)(、u 一 U) 
a 2 ±2ab + b 2 =(a±b) 2 
a 3 ±3a 2 b + 3ab 2 ±b 3 =(a±b) 3 

ci^ _ b 근 — {u _ 1 )、(、幻之 + ub + Z?2) 

cP + — {ci + U){ci^ — ub + 낫 、) 

+ 2,ub + 2,gc + 2,bc — {u b -\- 
— 2 m 】) 一 2 乂 ic + Ibc — (( 포 一 b — 
x 2 + (a + b)x + ab = (x + a)(x + b) 
acx 2 + (ad + bc)x + bd = (ax + b){cx + d) 

인수분해하려 는 여 러마디식 의 일 부분을 하나의 글자 
로 바꾸어놓으면 인수분해가 쉽게 되는 경우가 있다. 

[3)1 ] ( ' 2 +'+3)(ᄌ 2 +'— 1)— 5 를 인수분해 
플0 [. x 2 + x + 3 = y 
x 2 +x-l = y-4 

... (x 2 +x + 3)(x 2 +x-\)-5 = y(y - 4) -5 = y 2 - 4y-5 
= y 2 -5y+y-5 = (y 2 - 5 v ) + (y-5) = (y- 5 )(j +1) 

= (x 2 + jc + 3 - 5) (x 2 + ^ + 3 +1) = (x 2 +x- 2)( x 2 +x + A) 
(x 2 -x+2x-2)(x 2 +x+A)-[{x 2 -x)+(2x-2)](x 2 +x+A) 
=[x(x -1) + 2(x - \)\x 2 +x+A)={x-X){x+2)(x 2 +x+A) 

ᄋ 여러 마디식의 약수와 배수 

여 러마디식 이 인수분해되 였을 때 매 개 인수를 주어 진 
여 러마디식 의 약수 그리 고 그 여 러마디식 을 매 인수들의 
배수라고 부론다. 

[례] x 2 -4 = (x + 2)( x -2) 에서 (x + 2)，( x -2) 는 x 2 -4 
의 약수이고 jc 2 -4 는 ( jc +2), ( jc -2) 의 배수이다. 
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一 여러마디식의 나누기 

여 러마디 식 A ( jc ) 를 여 러마디식 B ( jc ) 로 나눈 상을 
Q (功，나머 지 를 R (; c ) 라고 할 때 즉 

A ( jc ) = B ( jc ) • Q ( x ) + R ( x ) 

일 때 R ⑴의 차수는 B (功의 차수보다 낮다. 

일 반적 으로 한변수여 러마디식 

a 0 x n + a x x n ~ x + •" + a n _ x x + a n 

을 x-c 와 같은 1차2마디 식 으로 나눌 때 상과 나머 지 는 
다음과 갈은 도식 을 써 서 쉽 게 구할수 있다. 



«o W b 2 … b n _ 2 b , 卜' y 

느상의 마디의 결수」상수ᅭ디 나머지 


이 도식을 호너의 도식이 라고 부론다. 
[례] (jc 3 +;c 2 -14x-29) + (jc + 2) 



따라서 상은 x 2 - x -12 , 나머 지 는 一5 
[3(1] ( x 4 - l )^-( x - l ) 

1 1 0 0 0 -1 
111 丄 
1111 0 


따라서 상은 + x 2 +x + \ , 나머 지 는 0 

- 나머지정리와 인수정리 

나머지정리. 여러마디식 A (功를 로나눌 때의 나 
머지는 x = a 일 때 A ⑶의 값과 같다. 즉 R = A ( a ) 
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인수정리. 여 러 마디 식 A (功 에 서 A ( a ) = 0 이 면 A ⑴ 는 
인수 x-g 를 가진다. 그리고 A 가 인수 x-g 를 가지면 
A ( a ) = 0 이 다 . 

[례] A(x ) = ^： 3 -5x 2 -4 jc + 2 ;v-2 로 나눌 때의 나머지는 

R = A(2) = 2 3 -5-2 2 -4-2 + 2 = 8-20-8 + 2 = -18 
[례] 여 러마디식 AU) 유 x 3 -2x 2 +x + 4 은 

A(-l) =(-1) 3 -2-(-1) 2 +(-1)+4 = -1-2-1 + 4 = 0 

이므로 인수 JC + 1 을 가전다. 

호너의 도식을 써서 A(;c) 를 义 + 1 로 나눈 상을 구하 
면 X 2 -3 a : + 4 따라서 

x 3 -2 x 2 + x +4=( x + l )( x 2 ~3 x +4) 

미정결수법. 일 반적 으로 알려지 지 않은 곁수들을 정 하는 
방법을 미정결수법이라고 부론다. 

여러마디식에서 미정결수법은 두 여러마디식이 늘 같 
기 위 한 조건 에 기 초하고있다. 즉 
모든 x 의 값에 대하여 

+ Cl^X + . • • + d^_^X + 0 v-r^ CIq — — * * * — ct fl — 0 

a 0 x n + a x x n ^ 1 H - h a„_ x x + 公" = b 0 x n + 公나”— 1 H - h 

+ b n _ l x + b „ <=> a 0 = Z ? 0 , a x = b u ■■■, a n = b n 
이밖에 x 에 수값을 넣어서도 곁수들을 정할수 있다. 
[3(1 ] x 3 + + x +1 = (^: + 1 )(a ： 2 +ax + b ) 

에 서 a , b 를 정 하기 위 하여 

x 3 + x 2 + a: +1 = jf 3 + (a + l)x 2 +(a + b)x + 公 

의 곁수들을 비 교하면 

a +1 = 1, a + 公 = 1， 公 = 1 이다. 

따라서 a = 0, 公 = 1 
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2. 유리식 


[유리식] 

수와 변수들에 더하기나 덜기，곱하기나 나누기를 해 
서 얻은 식을 유리식이 라고 부론다. 

모든 유리 식은 

여 러 마디 식 
령 아닌 여 러 마디 식 

모양으로 표시할수 있 다. 

[분수식] 

분모에 변수가 들어있는 분수모양의 식 을 분수식이 라 
고 부론다. 여러마디식을(한마디식포함) 옹근 식이라고도 
부론다. 

옹근식 이 나 분수식 은 다 유리 식 이다. 

분수식은 변수가 든 식으로의 나누기를 할 때 나온다. 
즉 변수가 든 식으로의 나누기를 분수모양으로 표시한것 
이 분수식이다. 

[례] 즈^, ^■은 다 분수식 이다. 

ᄌ ᄌ-少 x 2 +l 

그러나 f , 브土 f , ᅀ f 은 분모에 변수가 없으므로 

3 2+ 士 9+ 1 

분수식이 아니다. 

- 분수식의 뜻구역 

변수가 든 식이 값을 가지게 되는 변수값전부의 모임 
을 그 식의 뜻구역이라고 부론다. 

분수식의 뜻구역은 분모가 0이 되는 변수값을 빼버린 
수전부의 모임이다. 
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- 분수식의 약분과 통분 

분수식의 분자，분모를 그것들의 공통약수로 나누어 보 
다 간단한 모양으로 고치는것을 분수식을 약분 한다고 말한다. 

[ai] 

18 xyz 切 

분모가 서로 다른 분수식들을 분모가 갈은 분수식들 
로 변형하는것 을 분수식 들을 통분 한다고 말한다. 

분수식들을 통분할 때 공통분모로는 보통 분모들의 
최소공통배수를 잠는다. 


[례] 분수식 


① 


3 x 


② 


의 뜻구역은 

;c = 5 을 빼버 린 


의 값 즉 x = 0, a : = -1 4- 


2x~l0 x{x+\) 

① 분모 2; c -10 = 0 이 되는 jc 의 값 즉 
수전부의 모임이다. 

② 분모 ; c(;c + l ) = 0 이 되 는 jc 
빼 버 린 수전부의 모임 이 다. 

-분수식의 기본성질 

분수식도 분수에서와 같은 성질을 가진다. 

① 분수식의 분자，분모에 0이 아닌 같은 식을 곱해 

도 늘 같은 분수식 이 나온다. 즉 가 어떤 식이든 

지 Z ? 굳 0, c 굳 0 이 면 

a _ac 
~b = b~c 

② 분수식의 분자，분모를 0이 이닌 같은 식으로 나 

누어도 늘 같은 분수식이 나온다. 즉 a ，&， c 가 어떤 식 
이 든지 公 굳 0, 이 면 


_우公 I 

II 

公7" 
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[례] 을 통분하면 분모들의 최 소공통배 수 

4a b 6ab 

는 12公 2 公 2 이 p f . 

그러므로 

\ _ 3b _ 3b 

4a 2 b 4a 2 b.3b \la 2 b 2 
1 _ 2a _ 2a 

6ab 2 6ab 2 - 2a 12a 2 公 2 

[분수식의 산법] 

- 분수식의 더하기와 덜기 

분수식의 더하기, 덜기도 분수의 더하기，덜기처럼 한다. 

① 분모가 같은 분수식 들을 더하거 나 덜 자면 분모는 
그대 로 두고 분자들을 더하거 나 던 다음 약분할것 이 있 으 
면 약분한다. 

[ 려 1] a \ ~ a +b a, ― 公 _a-b 

mm m ' m m m 

② 분모가 다른 분수식들을 더하거나 덜자면 먼저 통 
분하고 더하거나 던다. 

[ 례 ] a b _ a b 

ab+b 2 a 2 +ab b{a+b) a{a+b) 

_ 公 2 _ 公 2 _ 田 2 - b 2 _a~b 

ab(a+b) a 公 (a + 公) ab{a+b) ab 

- 분수식의급하기 

분수식의 곱하기는 분수의 곱하기처럼 한다. 

분수식들을 곱하자면 분모끼리 곱하고 분자끼리 곱한 
다음 정돈한다. 

公 c _ ac 
b d bd 

[례] JL . 박 = 쓰수上 

2 公 a 2 2b • a 2 2a 
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- 분수식의 나누기 

분수식들의 나누기도 분수의 나누기처럼 한다. 

나누는 분수식의 분자와 분모를 바문 다음 곱한다. 
a . c _a d _ a-d 
b d be be 

[례] b 2 . b _ b 2 4 a 2 _ b 2 -4 a 2 _2 b 
6 a 3 ' 4 a 2 '6 a 3 b - 6 此 _ 3 a 

3 . 제급에 관한 식 

[제급] 

a 를 « 개 곱한 적 을 a n 으로 표시 하고 《 a 의 « 제 
곱》이 라고 읽는다. 즉 



이때 a 를 

제급일수， 

« 을 제급지수라고 부론다. 

[지수법칙] 





① a m -a n 

^m+n 
_ Cl 

② 

m 1 

a _ 1 

a n a n ~ m 

- (m < n) 

m 

③ L = a 

n 

公 


④ 

(a m ) n =(a r 

i\m _ m-n 

) — Cl 

⑤ (abf = 

:a n .b n 

⑥ 

( aX a n 

[bj 


특히 a *=. 

[丄제 g ] 

o , 

a ， a =1, c 

-n 1 

2 =-「 
公 

로 정한다. 



n >2 (n g N ), 以 >0 일 때 « 제곱하여 以 가되는 부아닌 수 

丄 ! 

를…로 표시하고 a 의 丄제급이라고 부른다. 즉 n >2 (« g N ) , 

n 

I i 

a>0 일 때 (a w ) w =a 되는 부아닌 a ᄍ 을 말한다. 
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丄 

fl 규을 ^와 같이 표시하기도 한다. 

이 때 • v 厂 을 뿌리기호，«을 뿌리지수 ， a 를 뿌리일수라고 
부론다. * 

의 풀이 를 «차뿌리라고 부른다. 

«차뿌리의 값 

« = 2灰 (及 e N ) 일 때 

1 1 

(D a 〉 Q - 네 - yfa ( a n , ~ a n ) 

© a = 0-— 0 
③ 없다 

« = 2灰 一 1 (灰 e N ) 일 때 

丄 

① a >0-> yfa ( a ") 

② a = 0^0 

丄 

③ <?<0- ^ —(- |q| ) 

[례 ] a 3 = 64에 서 a = V 64 

4 3 = 64 이므로 ^/64 =^ = 4 
a 5 = -243 에서 a 니/-243 

(-3) 5 =-243 이 므로 243 =-3 
fl 4 = 81 에서 a = ± V 81 

(土 3) 4 =81이므로 V8l = 3, - V 81=-3 

一 丄제급의 성질 

n 

+ 제곱의 정의에 의하여 ᅭ/후 =A 이다. 이 사실을 
써서 부아닌 수의 丄제곱의 성질들이 밝허진다. 
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① a 之0, 公>0, «eN 일 때 

'나 a ••神 

後 a >0, b >0, «eN 일 때 

„ fK = '^± 

\b 때 

(3) a > 0, w , « e N 일 때 

(*) m =W 

④ a > 0, A :, m , « e N 일 때 

n m nk mk 

人 la = 지 a 

⑤ a >0, m , «eN 일 때 

■= 법 

이 성질을 다음과 같이 쓸수도 있다. 

1 1 1 

① ( ab ) 17 = a 1 ”? 11 (a > 0, b > 公, nsN ) 

l 丄 
/ n 

② | = ^~y (a > 0, b >0, hgN ) 

、、도)/ — 

、’ b n 

1 i 

③ ( a n ) m =( a m ) n ( a >0, m , neN ) 

丄 丄 

④ Qa m ) n =( jj mlc ) nk (公 >0, m , n ， keN ) 

j_ i 丄 

⑤ ( a m ) n - a mn ( a >0, m , n eN ) 

[례] '^32 =^ = 23 =^2 



3 3 1 




62 




[I 제급 계산법] 

수표를 리용하여 +제곱을 계산하는 방법도 있지만 

여기서는 필산으로 구하는 방법을 보겠다. 원리는 다음 
도식과 같다. 

[례] "98596 =314 



3 

1 

4 

3 

9 

8 5 

9 6 

3 

9 



6 1 


8 5 


1 


6 1 


6 24 


2 4 

9 6 

4 


2 4 

9 6 




0 

7583.802244= 

= 24. 

162 


2 4. 1 6 2 


2 

2 

5 

4 

8 3. 

8 0 

2 2 

4 4 

44 

4 

1 

8 3 
7 6 




481 

1 


7 

4 

8 0 
8 1 



4826 

6 

2 

2 

9 9 
8 9 

2 2 
5 6 


48322 

2 


9 

9 

6 6 
6 6 

4 4 
4 4 


0 
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yj a 2 + lab + b 2 + lac + 2bc + c 2 =a+b + c 



a + 公 

+ c 

公 

a 2 |+ lab + 公 2 + 

lac + 2 bc + c 2 ； 

a 

公 2 I 


2 幻 卜 f ■公 

i lab + b 2 


b 

lab + b 2 


2 a + 2 b + c 


lac + 2 bc + c 2 i 

c 


lac + 2 bc + c 2 1 


0 


一 § ᅩ 제급을 구하는 공식 

겹 ^■제곱 Va + Vb 를 대수적으로 구하는 방법의 하나 

는 다음과 같다. 

Va+Vb" = yfx + y[y (: v > 0, > 0) 

로 놓고 두 변을 2제곱하면 

a ± Vb = x + y±2-y[xy 

여기서 x + y = A, xy=~ 

로 놓고 자 기를 구하면 

_ aWa 2 -b _ a - Va 2 -b 

2 ， 少 - 2 

따라서 다음의 공식 을 얻는다. 

Va±Vb =] A 에 니 니끙 ] 

이 공식은 A 2 -B 가 어떤 수의 완전2제곱일 때에만 
간단한 결과를 얻는다. 
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V 4+ V 3=2 + V 3 


4 .무리식 

[뿌리식] 

뿌리 기 호가 들어있는 식 을 뿌리 식이 라고 부른다. 

[례] V 3, V ^2, J ^+ 2 a -3 등은 모두 뿌리식 이 다. 

- 뿌리식의뜻구역 

뿌리식 의 뜻구역 은 뿌리밑수가 0보다 작지 않은 변수 
값모임 으로 된다. 

[례] ^/^ 의 뜻구역 은 x - 2>0 되는 ; c 의 값모임 
즉 ;c 之 2 이 다. 

- 인수를 뿌리기호밖으로 내보내기와 뿌리기호안에 널기 


로부터 


\a\4b 、 la 2 b 


로 된다. 

- 뿌리식의 분모, 분자의 유리화 

분모(분자)에서 뿌리기호를 없애는것을 분모(분자)를 
유리화한다고 말한다. 

[례] = {4a+4b){4a+4b) = {4a+4b) 2 

4a-4b {y[a~4b){^+4b) a ~^ 
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[무리식] 

밑수에 변수가 있는 뿌리식이 들어있는 식을 무리식이 
라고 부른 다. 


[례] - J =, H 은 다 무리식 이 다. 

士 x 

그러 나 x +4 u , , 々+4- 은 밑수에 변수가 

2 V2 

없으므로 무리식 이 아니다. 


5. 지수식과 로그식 


[지수식] 

지수에 변수가 들어 있는 식을 지수 식이 라고 부른다. 
실례로 3 x + 2^ 2 , 3 2x + 5 x ~9 등은 지수식이고 2나;', 
3 2 +; c 2 -7은지수식이 아니다. 

[례] 방정 식 2 3+x + 3.2 ᄌ+ 7을 정 돈하여 라. 

풀이. 2 3 M +3.2 ， f + 7 = 2 3 .2， ; +3.2， ; +7 

= S -2 X + 3-2 x + 1 = U -2 X + 1 

지수식 a ᅳ은 임의의 ;c 에 대 해서도 그 값이 늘 정수 
이 다. 즉，>0 

a>l 일 때 '의 값은 jc <0 이면 1보다 작고 jc >0 이 
면 1보다 크다. 

a > 1 일 때 며 > x 2 이 면 a Xl > a Xl 이 다. 

0< a < l 일 때 지〉; c 2 이면 。<乂 2 이 다. 

[례] 다음 수들을 작은것부터 커지는 차례로 써 라. 
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풀01 . 주어 진 제 곱들의 지 수들만 비 교해 보면 
1.5<，，0.7<0<2.3<2.6 



2〉1이므로 지수들의 크기순서는 곧 주어진 수 
들의 크기순서로 된다. 

2 " 1 - 9 < 2 ' 1 ' 5 < 2 "°' 7 < 2 °< 2 2 ' 3 < 2 2 ' 6 

[로그] 


a >0 , a 뉴1 일 때 a x = m 을 만족시 키는 변수 x 의 값 
을 a 를 밑수로 하는 w 의 로그라고 부르고 다음과 같이 
표시 한다. 

log a w 

이것을 《로그 a , w 》 이라고 읽 는다. 
a 굳 1, a > 0, w > 0 일 때 


a a = m <=> a = log a m 
[례] 2 4 =16 이므로 log 2 16 = 4 



= 16 이므로 


log [ 16 = -4 

2 


※ (-2) 3 = -8, l 100 = 1 이 라고 하여 

log_ 2 -8=3, 10 라 1 = 100 이 라고 하여 서 는 안된 다 . 

[로그나] 

로그기 호안에 변수가 들어있 는 식 을 로그식 이 라고 
부론다. 

[로그의 성질] 


로그의 정의에 의하여 즉 a a =m ( a ^ l , a >0, m>0) 
이 면 « = log a w 이 라는 관계 가 성 립 한다는 사실에 기초하 
여 로그의 성질이 밝허진다. 즉 

公 a = w <=> a 0&a m = m 

① m x > 0, w 2 > 0 일 때 

log a (w! -m 2 ) = log fl m x + log fl m 2 

② m > 0, « e R 일 때 

log a m a = «log a m 
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③ 께〉 0, m 2 〉0 일 때 

log fl — = log fl 지 - log a 

m 2 

log a m 


nhj 


④ 스 >0 일 때 log 4 


log 6 a 


m 


! og > 


(밑 수변환공식 ) 


⑤ c >0 일 때 


! og > 


a lo gi c =c log 4 , 


[례 ] log 2 (16-32) = log 2 16 + log 2 32 = 4 + 5： 


logiolO 4 = 4log 10 10 = - 

logio y = logio 16 - log 10 5 = log 10 2 4 - log 10 y 


log 8 32： 


= 41 ogi 0 2 - log 10 10 + log 10 2 = 51 ogi 0 2 - 1 
log 2 32 _ 5 
log 2 8 ~3 


log 3 5 - log 5 6- log 6 7 - log 7 8 - log 8 9 

_ logio5 log 10 6 log 10 7 logio8 log 10 9 
~ logio3 log 10 5 log 10 6 logi 0 7 log 10 8 

= ^4 = log 3 9 = 2 
logi 0 3 

[상용로그] 밑수가 10 인 로그를 상용로그 라고 부론다. 


m 


의 상용로그 log 1Q m 을 간단히 


Igm 

와 같이 표시하고〈〈로그 m 》 이라고 읽는다. 

만일 A = a *10 m (1 < a < 10, m el ) 

으로 표시되였다면 정수 A 의 상용로그는 

IgA = lg (公 .10” 2 ) = m + \ga 
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로그의 옹근수부와 소수부 

A = a-10 m <^>lgA = m + lga, [IgA] = m, {IgA} = lga 
(\<a <10, meI) 


— 상 식 /- 

로그와 지수법칙을 발견한 네피어 
(1550-1 617，스코틀랜드) 

네피 어 는 13살 때 대 학에 입 학하였 다. 천문학을 연구하 
다가 간단한 계 산법 의 필요성 을 느끼 였 다. 그리하여 그는 

I — — 

公 •公 = 公 , 公 +公 = 公 , (公 ) =公 , 々公 =公 

을 발견하고 뒤이어 로그를 발견하였다. 네피어는 1614년에 
《 신기한 로그규칙》이 라는 책 을 내 놓았다. 


6. 삼각식 


[삼각비] 

sin ᄋ: = 으 : 시 누스 公 
r 

cos a = — : 코시 누스 a 
r 

tana = — : 탕겐스 a 

公 

cota = 우 : 코탕겐스 a 

公 

y 

sec a = — : 세 칸스 a 

公 

y 

coseca = — : 코세 칸스 a 
公 
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각 a 의 시 누스, 코시 누스，탕겐스，코탕겐스，세칸 
스，코세 칸스를 통털 어 삼각비라 고 부른다. 그리 고 sin , 
cos , tan , cot, sec , cos ec 를 삼각그 I 호 라 고 부 른 다 . 

[ 삼각식 ] 

삼각기 호밑 에 변수가 들어있는 식 을 삼각식이 라고 부 
른다. 

실례 로 sinx , cosx + tanx 등은 삼각식 이 지만 sin 30° , 

cos 60° 등은 삼각식 이 아니 다. 

tan « = ᅭ ， cot « = c2s« 

cos 公 sm 公 

sec 公 = 一 - 一 , cosec 公 =-： 그一 
cos 公 sm 公 

이므로 모든 삼각식은 시누스, 코시누스만으로 된 식으로 
바물수 있다. 

一 기본삼각늘같기식 

임의의 각 a 에 대 하여 다음 관계 식 이 성 립한다. 

(D cos 2 a + sin 2 a - 1 

② tan 公 ，cota = l 

③ 1 + tan 2 幻 r = sec 2 公—— \ — 

cos 公 r 

④ 1 + cot 2 a = cosec 2 公 = —— 

sin a 

[ 전화공식 ] 

부각의 삼각식 에 대 하여 다음 관계 식 이 성 립 한다. 

cos (- 公 ) = cos a, sin(-a) = -sin a 

tan(-a) = -ta.na, cot (- 幻 r) = -cot a 

그리 고 다음 공식 들도 성 립한다. 
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sin(90 o + 公 ) = cos 公 , cos(90 o + 公 ) = -sin 公 
tan(90° +a) = -cota, cot(90° + 幻 r) = -tan 幻 r 
이상의 공식을 기본전화공식이 라고 부른 다. 

기본전화공식에 의하여 다음의 전화공식들도 얻는다. 
sin(l 80° 土 幻 r) = 平 sin 幻 r ， cos(l 80° ±a) = - cos a 
tan(l 80° ±a)-± tan a, cot(l 80° ±a) = ± cot a 
sin(270° 土公 ) = -cosa, cos(270° 士公 ) = ±sin 公 
tan(270° 士 公 ) = Tcot 幻 r 

[HI ] sin(270° +a) = sin(180° +90° + 公 ) = 一 sin(90° -\-a)=-cosa 
tan(270° + 公 ): tan(180° +90° + 公 ): tan(90° + 公 ) =-coto 

cos(270 o + 公 ) =cos(180 o +90 o + 公 ) =-cos(90 o + 公 r)=sin 幻 r 

[더하기공식] 

두 각의 합과 차에 대한 삼각함수공식들은 다음과 같다. 

① 합과 차의 시누스 

sin(a + P) = sin a cos P + cos a sin /? 
sin(a - P) = sin a cos p - cos a sin p 

② 합과 차의 코시누스 

cos ( 幻 r + y0) = cos a cos /? - sin a sin p 
cos ( 幻 r - P) = cos a cos /? + sina sin /? 

③ 합과 차의 탕겐스 

tMa±P)= tenQf±tan ^ 

1 + tan a tan (i 

④ 합과 차의 코탕겐스 

丄 / , cot a .cot 分平 1 

cot (公 士 ) 公 ):--- 

COt y 公 土 COt 公 
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[ 레 ] sin75 o = sin(30 o + 45°) 

= sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45° 

1 V2 V3 V2 V2+V6 

_ 2. j 一 4 一 

sin 중 = sii{f- 중 ) = sinf cos 중 - cosf sin 둥 

V3 V2 1 V2 V6-V2 

' 4 


tan75° = tan(30° + 45°) = 


tan30 o +tan45° 

l-tan30°tan45° 


一 1 一 + 1 

V3 V3+1 (V3 + 1) 2 

V3-1~(V3-1)(73+1) 

V 3 


= 3 + 2V3+l =2 + ^3 

[배각의 공식] 

더 하기공식 에 서 ，= «로 놓으면 다음의 배각의 공식 
을 얻는다. 

sin 2a = 2sina cos a 

cos 2 公 = cos 2 a 一 sin 2 a-\-2 sin 2 a - 2 cos 2 a - 1 


[레] 


tan 2a = 


2 tan a 
1 - tan 2 a 


sin 3a = sin(2a + a) = sin 2a cos a + cos 2a sin a 


= 2 sin a cos 2 a + (cos 2 a-sin 2 a) sin a 
= 2sina(l-sin 2 a) + (1 - 2 sin 2 a) sin a 
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= 2 sin a - 2sin 幻 r + sin 公 : - 2sin a 
= 3sin 幻 r -4sin 3 a 



[반각의 공식] 

배각의 공식에서 «를 f 로 바꾸어 반각의 공식을 얻는다. 



2 cos 2 15°-1 = cos 2 15° + cos 2 15°-1 

= cos 2 15° +1 - sin 2 15°-1 = cos 2 15° - sin 2 15 0 

=cos30 °= 용 

[적을 합으로 표시하는 공식 ] 

더 하기공식 으로부터 삼각함수의 적 을 합으로 표시하 

는 공식 을 얻는다. 

. n sin(a + >5) + sin(a -B) 

sm 公 .cosp = ——--——-- 匕스 

. ᄀ sin(a +6)- sin(a - B) 
cos 公 • smp =-- — 
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cos 公 .cos": 

cos(a + J3) + cos (公 r - J3) 

2 


sin 公 .sin": 

COS (公 ~P)~ COS (公 + P) 

2 


tana-tan= 

tan 公 + tan" 
cot 公 + cot" 

tan 公 - tan" 
cot 公 - cot" 

COt 公 .COt y 公 = 

cot 公 + cot/? _ 
tana + tan/? 

cot a-cot J3 
tan 公 - tan" 


[ai] sin75 。 ⑴ s i 5 °= sm ( 75 ° +15 °y n ( 75 °- 15 °) 


1 + 


#_ 2 + V 3 


cos a • cos 3a ■ 


sin90O + sin60O 
2 ■ 


cos ( 幻 r + 3a) + cos(a - 3a) 

2 

cos4^ + cos(-2a) _ cos 4 公 + cos 2 公 


2 


2 


[합을 적으로 표시하는 공식] 


sin 公 r + sin /? = 2 sin a + — cos — — — 
2 2 

. . n ^ cc -\~ B . cc _ [3 

sm a - sm d = 2 cos - — sm - — 

2 2 

n 0 C3C + P CC — fi 

cos a + cos p = 2 cos -- cos - — 

' r\ r\ 


cos a - cos p = 2 sin a + ^sin— —— 


2 


2 


r-f,r -| . OAO . 。 80° + 40° . 80° — 40° 

[ 례 ] sin 80 — sin 40 = 2 cos - sm - 

2 2 

= 2 cos 60° sin 20° = 2-isin 20° = sin 20° 
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i - s 매 = Sin ，- S 매 = 2 ⑶ s ^ sm ^ 


: 2 cos 


: 2 cos 


45° + 증 ■>— 
45° +회 sin 


45° 


a 


90° - 


v 


45 。중 


= 2 cod 




45°+- cod 45°+- 
2 \ 2 


:2cos 2 45° 


a 


—'상’식/- 

세계에서 처음으로 삼각계산기를 발명한 
우리 나라의 수학자 남병길 (1820-1869) 

우리 나라의 수학자이며 천문학자인 남병길은 일찍부터 
형 남병철의 도움을 받으면서 수학과 천문학을 같이 연구하였 
다. 그는 구면에서 삼각계산을 기계적인 방법으로 쉽게 할수 
있는 계산기인 〈〈 량도의》를 만들었다. 복잡한 계산을 기계로 
하려 는 시 도는 다른 나라에 서 도 있었지만 삼각계 산기 를 처 음 
으로 만든 사람은 남병길이였다. 

_ _ _ P 수 
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제 3 장. 함 : 

1.비와 비례 


[비] 

두 수(또는 두 량)를 비교할 때 한 수(또는 한 량)를 
<3라고 보면 다른 수(또는 다른 량)는 公라는 관계 에 있 다 
는것을 

a : 公 

와 같이 쓰고 이것을 비라고 부론다. 그리고 (a 대 b } 
또는 〈〈 a 와 6의 비〉〉라고 읽는다. 

a : b 

z I \ 

앞마디 비 7 i 호 육마디 

a : 스 를 《 i 에 대 한 a 의 비》라고 부를 때 도 있 다. 
량들의 비는 보통 단위를 같아지게 고처서 고찰한다. 

비 a : 6에 서 앞마디 를 뒤 마디 로 나눈 상 은를 그 비의 값 

公 

이라고 부르고 다음과 같이 쓴다. 

a : b = 중 (Z 나 0) 

두 비 a : 6와 c : 의 값이 같을 때 두 비는 같다고 말하 
고 다음과 같이 표시한다. 

a : b = c : d O 우=든 

公 a 

※ 비를 구한다는것과 비의 값을 구한다는것이 같은것은 아니다. 

[비의 기본성질] 

① a : b = ca : cb ( c 뉴 0) 

® a •세 • 느 ( c 퓨 0) 
c c 
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비의 기본성질을 써서 비를 간단한 옹근수의 비로 
그 모양을 고치는 것을 비를간단히 한다고 말한다. 

[례] 1) 0.75 : 1.25=75 : 125은3 : 5 

2) 3 * : 1 I=t:H 0 : 21 

련비 . 세 량 a , b , c 를 비 교할 때 a ■■ b , 쇼 : c 이 면 비 교 
하는 량들을 비 기호로 이 어서 

a ■ b '■ c 

와 같이 쓴다. 이와 같은 비를 련비 라고 부른다. 

[례] 세멘트와 모래의 비가 1 : 2，모래와 자갈의 
비 가 2 : 3일 때 세멘트, 모래，자갈의 비 는 
1:2:3 

련비의 값은 생각할수 없다. 

련비 에서도 비 의 매 개 마디 에 0이 아닌 같은 수를 
곱하거나 비의 매개 마디를 같은 수로 나누어도 그 비 
는 변하지 않는다. 

[비례식] 

두 비를 같기기호로 이어서 만든 같기식을 비례식이라 
고 부론다 • 


바깥마디 



아낙마디 


특히 a •. b = b •. d 

{ _ ^ 

비 례 가운데 마디 

비 례 식도 같기식 이므로 옳은것과 옳지 않은것 이 있을 
수 있다. 실례로 2 : 3 = 4 : 7은 옳지 않은 비례식이다. 
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모르는 수 '가 들어 있는 비례식 ' : 3 = 4 : 6에서 '를 
구하는것 을 비례식을푼다고 말한다. 

[례] 비례식 jc : 35 = 2 : 10을 풀어 라. 

풀이 . jc • 10 = 35 • 2 
10 x =70 
x = 7 

비례식의 성질 

① a : b = c : J 이 면 ad -be (기 본성 질) 

② a : b = c : d 이면 

c 부 0 일 때 a = ¥, b = — 
a c 

a 굳 0 일 때 c = 부， d = — 

公 a 

③ a 굳0, b ^ O , c ^ O , 넜굳 0 일 때 이면 

a : b — c ，• d，b ，• a — d : c 
a : c — b : 넜， c : a — d : b 

④ a : b = c : 넜이 면 m 굳 0, « 궁 0 일 때 

ma : mb — nc : nd，ma : nb — mc : nd 
- b _ = c _ • d _ a _ . b _ = c _ . d _ 

m m n n ' m n m n 

⑤ 유도비례식은 다음과 같다. 

a : b = c :넜 이면 

• ( a ± c )\( b ± d ) = a\b = c\d ( b±d ^0) 

. (a + c ) :(a - c ) = (b + d ) :( b - d ) ( a - c ^0) 

(a + b ):( a - b ) = ( c -\- d ):( c - d ) ( a - b ^0) 

• ( a ± b):b = ( c ± d):d 

• ( a ± b):a = ( c ± d):c 

⑥ a : b = c : d ， p : q = r :《이 면 

ap : bq = cr : ds 
a n : b n = c n : d n 
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® a \ : b \ = a2 ： b2 = ''' = a n : b n °] U A 

(ai J ra2~\ - ^a n ) : (Z?i + Z?2H - ^b n ) = 

= U\ : b\ = ci2 - b2 = … = ci n : b n 

= 느 公 i + 公 2 + • • • + 公 „ _ 公 i _ 公 2 _ _ 公 « 

丄匕 句 +〜 + ••■+ 久 b x b 2 b n 

(fex + 62 +""^i b„¥= 0 ) 

- 비와 %와의 관계 

a 가 A 의 « % 이면 A: a=a00: « 

I 1 

(부분)(전체) 

[례] 25명 의 72%는 몇명 인가? 

풀이. 25가 100%이므로 72%인 학생수를 ；c 라고 하면 
25 : 100=^: : 72 
100x=25X72 

x=18 답. 18명 

[비례] 

두 량 jc , 에 대 하여 :^와 기사이 의 관계 가 식 y t ^ ax ( a ¥ z 0 ') 
로 표시될 때 기는 : r 에 비례한다고 말하고 상수 a 를 비례결수 
라고 부른 다. 

이 때 비 례 관계 y = ax 라고도 말한다. 

[례] 어떤 자동차가 jc 시간 달린 거리 _ykm 를 나타낸 
표가 다음과 같을 때 


시시 간) 

1 

3 

1 

2 

1 

2 

3 

4 

少 ( km ) 

20 

30 

60 

120 

180 

240 


자동차가 달린 거 리 기는 달린 시간 X 에 비 례 하고 
비례곁수는 60 이다. 즉 j = 60 x 


y = ax -^r 므 = 이 와 같다. 
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y = ax 이 면 이 므•로 • 少가' '에 비 려1 하"면 

비 례 한다. 

※ 두 량 X ，>>에 대 하여 X 와 y 사이의 관계 가 식 
y=ax 2 (a=/=0) 


도 少에 


으로 표시 될 때 기는 jc 2 에 비례한다고 말한다. 

[거 꿀비례] 

두 량 X, 기에 대 하여 X 와 J 사이의 관계 가 식 

y = a — ( a #0) 

ᄌ 

로 표시될 때 기는 ;c 에 거꿀비례한다고 말하고 상수 a 를 
거꿀비례결수라고 부른다. 

이때 거꿀비례 = a 丄 이 라고도 말한다. 

_ y=a 丄 o xy—a o x = a 丄 이 므로 少가 : v 에 거 꿀비 례 하면 
x y 

; v ： 도 ;;에 거 물비 례 한다. 

※ 두 량 X ， y 에 대 하여 x 와 y 사이의 관계 가 식 


y =a — (公〒개) 

X 

로 표시될 때 y 는 X 2 에 거꿀비례한다고 말한다. 

- 비례와 거꿀비례의 그라프 


o X , 少자 리 표가 少 = 따 에 
맞는 점전부의 모임을 비례 
少 = ax 의 그라프라고 부른다. 

비 례 >> = 0 X ((2 뉴 0) 의 그 
라프는 자리표원점 (0， 0) 과 
점 (1， a ) 를 맺는 직선이다. 



o x , 少자리표가 y = a ^ 에 맞는 점전부의 모임 을 


少 = 의 그라프 라고 부른다. 이런 모양의 그라프를 쌍국선 
이라고 부른다. 
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거꿀비 례 y = a ^( a ^ O ) 

의 그라프는 두 부분으로 
갈라지는데 한쪽 부분의 
점들은 다른쪽 부분의 점 
들과 자리표원점에 관하 
여 대칭이다. 



2.1 차，2자식의 그라프 

[1 차식의 그라프] 

1 차식 _y = ax + 公 에 서 ; k : 에 값을 주면 가 정 해 진다. 

이 때 = + 에서 ( jc , _ y ) 로 정 해지 는 점 들전부를 1 차식 

少 = 따 + 스 의그라프 라고 부론다. 

[레] 비 례 _y = 2 ;c 의 그라프를 그 
리면 그림과 같다. 이것은 
a =2 , b =0 인 1차식 

少 = ax + 公의 그라프이다. 

1차식 少 = 따 + 스의 그라프는 비 
례 _y = ax 의 그라프를 ;;축의 정 방향 
으로 스만큼 평 행 이 동한것 이 다. 

비 례 _y = 따 의 그라프는 직 선이 다. 그러 므로 _y = w + 스 
의 그라프도 직선이다. 

이것을 간단히 《직선 y = ax + b » 라고 부를 때도 있 다. 
직선 _y = a;c + & 는 여기에 놓이는 아무런 두 점만 알 
면 쉽 게 그릴수 있다. 

[례] jv = 2 ； c -3 의 그라프를 그려라. 

풀이. x 에 적당한 두 값，례를 들어 -1과 3을 주어 少 
의 값을 구하면 
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;c = -l 일 때 
j = 2-(- l )-3 = -5 

jc = 3 일 때 
y = 2-3-3 = 3 

따라서 y = 2 x -3 의 
그라프는 두 점 
(-1， -5) 와 (3, 3) 

을 지나는 직선을 
그으면 된다. 

7 = 따 + &의 그라프를 그릴 때 그것의 두 점가운데서 한 

점 은 그라프가 v 축과 사귀 는 점 (0, 功로 잡는것 이 편리 하다. 

[2 차식의 그라프] 

2차식 y = ax 1 +bx + c ( «굳0 )에서 에 값을 주면 少가 
결정된다. 

= 따 2 +&v + c 에서 (x, _ y ) 로 정 해지 는 점들전부를 2차 
식 少 = a ; c 2 +Zw + c 의 그라프 라고 부론다. 

2차식 _y = ax 2 +&c + c 의 그라프도 1차식 少 = 따 +스의 그 
라프를 그리 는것 과 류사한 방법 으로 그린다. 

[례] y = x 2 ^ 그라프를 그려라. 

풀이. 



자리표평면에 점 …, (-2, 4), (-1, 1), 
(0, 0), (1, 1), (2, 4), …들을 찍 
고 미끈한 선 으로 이 으면 그리 려 는 곡 
선이 얻어 진다. 

2차식 y = x 2 +a 의 그라프는 

少： =; c 2 의 그라프를 기축의 정 방향으로 
a 만큼 평 행 이 동하면 얻 어 진 다. 
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[레] 少 = ; c 2 +2 의 그라프를 그려 라. 
풀이. 少=났의 그라프를 少축의 정 
방향으로 2만큼 평 행 이 동하면 y = x 2 +2 
의 그라프가 얻 어 진 다. 



3.1 차，2차합수와 그라프변환 

[함수와 그라프] 

변수 x 의 매 개 값에 변수 기의 값을 꼭 하나씩 대응 
시키는 규칙 /를 함수라고 부르고 

= /⑶ 

로 표시한다. 이때 x 를 독립변수， 기를 종속변수 라고 부른다. 

함수 기 = /(功 가 값을 가지 는 독립 변수 X 값전부의 모임 을 
이 함수의 뜻구역，함수값전부의 모임을 값구역이 라고 부론다. 

함수 기 = /(功의 독립변수의 값과 그것에 대응하는 종 
속변수의 값을 자리표로 가지 는 점전부의 모임 {(X, J 아를 
함수의 그라프 라고 부른다. 

[1 차함수] 

변수 X 에 관하여 1차식 으로 표시 되 는 함수를 1 차함수 
라고 부른다. 1차함수의 일반모양은 다음과 같다. 
y = ax+b ( a ^ O ) 

득히 公 = 0 이 면 y = ax 

[례] 처음온도가 12° C 인 물을 덥힌다. 매 분마다 물 
의 온도가 0.5 °C 씩 올라간다고 하면 x 분후의 
물의 온도 기는 다음 식으로 표시된다. 

7 = 0.5义 + 12 

즉 물의 온도 3；는 시 간 x 의 1차함수이 다. 


83 



[1 차함수의 그라프] 

1 차함수 _y = ax + 公의 - v, ' 

그라프는 1 차식 의 그라프 b = ax+b \ ( b i > o ) 

이다. 1 차함수 y = ax+b 

의 그라프는 직선 y=ax " ' " 

를 기축의 정방향으로 
公 만큼 평 행 이 동하여 얻 
을수 있다. 

- 1차함수의그라프변환 
o 함수 = + 6 의 그라프는 쇼가 커짐에 따라 y 축의 



정 방향으로 평 행이동된다. 

j = + i 의 그라프의 방향은 

a 의 값의 부호를 보고 판정 할수 
있 다. 

<3 >0이 면 이 그라프는 오른 
쪽으로 감에 따라 우로 오르는 직 
선 이 고 a < 0 이 면 아래 로 내 리 는 
직선이 다. 

o 함수 少 = 따 +公의 그라프는 



a 의 값이 커짐 에 따라 


점 (0, 6) 를 중심으로 하여 시계바늘이 도는 방향과 반 
대 방향으로 돈다. 

a 는 함수 y - ax + b 표시 하는 직 선의 기 울어 진 정 


도 즉 방향을 정한다. 그러 므로 결 수 a 를 직선의 방향결수 
라고 부른 다. 

[례] 함수 少 = 0.9; c -3 과 少 = 0.此 + 0.5 는 직선의 방향 


곁수가 같다. 

그러므로 이 두 함수의 그라프는 서로 평행인 직 
선이 다. 
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이처럼 _y = 따 + 쇼에서 a 와 公의 값을 알면 이 함수의 그 
라프가 자리표평면에서 어디에 놓이는 직선인가를 쉽게 알수 
있 다. 

1차함수의 성질 

함수 少 = ax + 公에서 

① a >0 일 때 독립 변수 jc 의 값이 늘면 함수 의 값 
도 는다. 이때 함수는 증가한다고 말한다. 

② fl <0 일 때 독립 변수 jc 의 값이 늘면 함수 의 값 
은 준다. 이때 함수는 감소한다고 말한다. 



[례] 함수 /⑶ = 16.9 jc -1.5 는 증가하는 함수인가 감소 
하는 함수인 가? 두 값 /(37.87) 과 / (46.29) 가운 
데서 어느것이 큰가? 

풀이 . a = 16.9 > 0 이 므로 함수 /"(비 = 16.9 ;>c - 1 .5 는 증가 
하는 함수이다. 

그리고 37.87<46.29이므로 /(37.87)</(46.29) 


- 1차함수의변화비 

함수 _y = ax + 간에서 독립변수의 변화량에 대한 함수의 
변화량의 비를 1 차함수의 변화비라 고 부론다. 즉 


함수값의 변화량 
독립 변수값의 변화량 


= 변화비 
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1 차함수 _y = ax + 6 의 변화비 는 일정 하고 그것 은 방향 
곁 수 a 와 갈다. 

변화비가 정수일 때 그것이 클수륵 함수는 빨리 증가 
한다. 

[례] 독립 변수의 값이 3만큼 늘 때 함수 y = 2-7 x 의 
값은 얼마나 변하는가? 

풀이 . 변화비 가 a = -7 이 므로 함수 _y = 2-7 ;c 는 독립변 
수 ; c 가 1만큼 늘 때 함수값이 7만큼 감소한다. 
따라서 독립변수의 값이 3만큼 늘 때 
-7-3 = -21 

즉 함수값이 21만큼 감소한다. 

[2 차함수] 

독립변수에 관하여 2차식으로 표시되는 함수를 2차함수 
라고 부론다. 2차함수의 일반모양은 다음과 같다. 

y = ax 2 +bx + c (幻 1 ; M )) 

[2 차함수 少 = a ; c 2 U >0) 의 그라프] 

g >0 일 때 y = x 2 ^ 그라프를 축의 정 방향으로 g 배 
하면 기 = 따 2 의 그라프가 된다. 

fl>0 일 때 少 = 따 2 과 少 = -따 2 의 그라프는 jc 축에 관하 
여 서로 대칭이다. 

一 少 = 따 2 의 그라프의 성질 

① 그라프는 늘 원점 을 지난다. 

② 그라프는 기축에 관하여 대칭이다. 

③ o >0 이면 그라프는 x 축의 웃쪽 반평면에 놓이며 
우로 벌어 진다. a <0 이 면 그라프는 x 축의 아래 쪽 반평 면 
에 놓이 며 아래 로 벌어 진다. 

④ M 가 콜수록 그라프는 오무라지고 작을수록 벌어진다. 
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함수 = 굳 0) 의 그라프와 같은 모양의 곡선을 
포물선 이라고 부른다. 

j = a ; c 2 의 그라프에 서 기 축을 대칭축， 대 칭 축과의 사귐 점 
을 정점 이 라고 부론다. 


— 少 = ax 2 + 자 으 I 그라■프 

' \ 기 

/ 

함수 y = ax 2 의 그라프를 少 = 

- ax 1 + A 


y 축의 정방향으로 n 만큼 

;'v 

乂여(ᄌ， y ) 

U >0 이 면 우로，«<0 이 면 아 

y 一 cix 、| 

1，’ 

.-" Nfx , y - n ) 

래로) 평행이동하면 y = ax 2 +n 

0 

• > x 

의 그라프가 얻어 진다. 



— 少 = a ( x - w ) 2 의 그라프 



少 = 따 2 의 그라프를 x 기 



축의 정방향으로 w 만큼 ; 

y = ax 2 t 

\ 

y = a ( x - m ) 2 

I 

( m 〉0 이면 오른쪽으로， \ 



w <0 이면 왼쪽으로) 평 \ 

- - \ ^ - 

N /( x-mV V 

=^ Jm ( x , y ) 

행이 동하면 y = a(x - m ) 2 \ 


J ᅭ 

의 그라프가 얻어 진다. 0] 

m 지 
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— 기 = aCx - m ) 2 + 자의 그라프 
3； = 따 2 의 그라프를 x 축의 정 방향으로 m 만큼 평행 이 
동한 다음 련이 어 7축의 정 방향으로 n 만큼 평 행 이동하면 
少 = “(ᄌ- m ) 2 + « 의 그라프가 나온다. 



— j = ax 2 + 公 x + c 의 그라프 

2 차함수 y = ax 2 +bx + c = ai [ x + ~^ - 난 ~^ ac 의 그라프 
는 ；； = 교 2 의 그라프로부터 얻을수 있다. 



b 2 -4 ac = D ^. 표시하면 


y = ax +bx + c = a 


을) 


D_ 

4 a 
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그러 므로 _y = a ? 의 그라프를 x 축의 정 방향으로 ―는 

만큼 평행 이동한 다음 련이 어 7축의 정방향으로 -字■ 만 

4 a 

큼 평 행 이동하면 기ᄄ^一 +뇨 + ^의 그라프가 얻어 진다. 

2차함수 y = ax 2 +bx + c2\ 그라프는 점 A , — 문) 를 

정 점 으로 가지 는 포물선 이다. 

a 〉0 이면 우로 벌어지고 o <0 이면 아래로 벌어진다. 
少 = ax： 2 +&c + c 의 그라프는 j (0) = e 이 므로 점 (0 ， c ) 
에서 j 축과 사권다. 

- 2차함수의성질 
2 차 함수 y = ax 1 + + c 는 

① a >0 일 때 



구간〔 _0 。, _옳)에 서 감소하고 (-송，+。。)에 서. 증가 
한다. 


(2) a <0 일 때 



따라서 x = — — 에 서 최 대 
2 a 


값 를 자진다. 
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구간 ( _0 ° 5 ~ 2 ^) 에 서 증가하고 


-h +ᅦ에서 감 


소한다. 

함수값이 증가하는 구간，감소하는 구간을 각각 그 
함수의 증가구간, 감소구간이 라고 부른다. 

[례] 함수 기=느 2 -打-1의 최대값 또는 최소값을 구 
하여라. 어느 구간에서 감소하고 어느 구간에 
서 증가하는가? 이 함수의 그라프를 대략 그 
려 라. 

풀이. fl = 2>0 이 므로 이 2차함수의 그라프는 우로 벌 
어 진 포물선 이다. 따라서 최 소값을 가진다. 
y=2x 2 -4x-l 

= 2^x 2 -2x-^j 
=l(x 2 -2x+l 2 -l 2 ~- 


2 ᅳ 


= 2 


(데) 2 


2 



=2( jc -1)-3>-3 
이로부터 이 함수는 ；c = l 에서 최소값 一3을 
가진다. 또 _ y (0) = -l 이므로 이 함수의 그라프 
는 점 (0, -1)에 서 기 축과 사귀 며 점 (1, -3) 을 
정 점 으로 하는 포물선이다. 그라프를 보면 함 
수는 (.수 00 ， 1) 에 서 감소하고 (1， + oo ) 에 서 
증가한다. 


90 




4. 넘기기와 함수 


[넘기기] 

어 떤 규칙 /에 의하여 모임 표의 매 개 원소에 모임 Y 
의 꼭 하나의 원소가 대응하면 이 규칙 /를 표를 모로 보내 
는 넘기기 라고 부르고 다음과 같이 표시한다. 

/ : X—Y 또는 X -4 -Y 

[함수] 

수모임을 수모임으로 보내는 넘기기를 함수라 고 부 
른다. 

넘기기 / : X — Y 에서 모임 표의 원소 JC 에 모임 구의 
원소 少가 대응하면 기를 넘기기 /에 의 한 JC 의 영상, ;c 를 기의 
원상이라고 부르고 다음과 같이 표시한다. 

y = f ( x ) , / : x^y 

그리고 표를 넘기기 /의 
뜻구역， /(x) = {/0) U£X} 

를 넘기기 /의 값구역 (표의 
영상) 이 라고 부론다. 

앞으로 함수에 대해서 
는 Y =/( X ) 인 경 우만 고찰 
한다. 

넘기기 /: X ᅳ Y 에서 모임 구의 매개 원소가 꼭 하나 
의 원상을 가지면 이 넘기기를 1 대 1 넘기기라 고 부론다. 

[거꿀넘기기] 

1대1넘기기 / : X ᅳ Y 에서 구의 매 개 원소에 그 원상을 
대 응시 키는 넘 기 기를 /의 거꿀넘기기라 고 부르고 

x = f ~' ( y ) 

로 표시 한다. (/ 를 /시의 원넘 기 기) 
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[거 꿀함수] 

/가 함수이면 그 거꿀넘기기를 함수 /의 거 꿀 함수라고 
부른다. (/ 를 / _1 의 원함수라고 부른다. ) 

독립변수를 X ， 종속변수 
를 3 ;로 표시 하는 관례 에 따 
라 거꿀함수 x = r \ y ) 를 
보통 기 : 厂 1 ⑴ 로 쓴다. 

함수 _ y=/W 가 증가만 
하거 나 감소만 하면 _y = /( 功 의 거꿀함수가 있다. 

함수/ Oc ) 가 JC 에 관한 식이고 함수 _ y =/ 0c ) 에 거꿀함 
수가 있을 때 이 거물함수는 다음과 같이 구한다. 

원함수 거꿀함수 

y = f ( x ) x=f l ( y ) — y = f - 1 U ) 

Oc 에 관하여 푼다. ) ( x 와 를 서로 바꾼다. ) 

[례] 함수 7 = l_f 의 거끌함수를 구하여라. 

풀이 . 주어 진 함수는 뜻구역 에 서 감소하므로 거꿀함 
수를 가전다. 

少= 1 -|를 : v 에 관하여 풀면 x =2-2 y 
jc 와 少를 바꾸면 거 꿀함수 少 = 2-2jc 를 얻 는다. 

- 원함수와 거꿀함수의 그라프사이의 관계 

함수 기 = /(功 와 그 거꿀함수 기=/ ] (功 의 그라프는 직 
선 _ y=x 에 관하여 서 로 대 칭 이 다. 

[례] 함수 y = x 2 { x >0)^ 거끌함수를 구하고 그라프를 
그려 라. 

풀이. 함수 7 = 갸^ 0 )은 구간 [ 0 ，+°°) 에서 증가 
하므로 거꿀함수를 가진 다. 
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_y = x 2 을 义에 관하여 줄면 x = ±^fy 
그런데 ;«:之0이므로 x=^y 
따라서 거물함수는 y = -Jx ( x >0) 
y = 4 x { x > Q ) 의 그라 
프를 그리자. 

；c 之0이 므로 _ y 之0이 다. 

；； = ▲의 두 변을 2제 
곱하면 /=JC 
이것은 원점을 지나고 
jc 축에 관하여 대칭 인 포물선이 다. 그런데 jc >0 , 
少之0이 므로 그라프는 1사분구의 포물선 이다. 

함수 少 = a/I 의 그라프는 1사분구에서 少: JC 2 의 
그라프와 직선 _y = x 에 관하여 대칭 이 라는것을 

알수 있다. 

[짝함수와 ■함수] 

뜻구역의 모든 점에서 늘 /( -괴 =/( X ) 가 성립하면 함 
수 /를 짝함수，늘 /( -功 =-/ ⑵ 가 성립하면 함수 /를 ■함수 
라고 부른다. 

[3(1] _y = ; c 2 은 (- Co , + co ) 에서 (- jc ) 2 = 义 2 이 므로 짝함수이 다. 
少 = ᄌ 3 은 (- co , + co ) 에 서 (-义) 3 =-义 3 이 므로 홀함수 
이다. 

[례 ] 少 = ᄌ 2 -2ᄌ + 1 은 (- co , + 的) 에 서 f ( x ) = x 2 -2 x + l , 
f(-x) = (- 功 2 - 2(- x ) + 1 = JC 2 + 2 jc + 1 이 므로 
f(_x) 半 /( 功 . f(~x) 半 -fix) 

따라서 주어 진 함수는 짝함수도 홀함수도 아니 다. 
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Vx 



짝함수의 그라프는 축에 관하여 대칭이다. 



Mi (-公， f{a )) *1 M {a , f(a )) 


홀함수의 그라프는 원점에 관하여 대칭이다. 



p 상 식/- 

우리 나라의 첫 수학박사 
리재 3(1919-2007) 

그는 일제식민지통치시기 대학에 갈수가 없어서 자습으 
로 현대수학을 습득하였다. 그는 위대한 수령님의 품속에서 
김일성 종합대학에서 학부장사업을 하였고 물리수학연구소 소 
장사업도 하였다. 그는 편미분방정식론，함수론，대수학 등 여 
러 분야의 연구사업을 하였으며 수많은 수학자들을 키워냈다. 

리재곤의 연구사업에서 제일 큰것은 다차원특이적분의 
성 질 을 해 명 하고 고계 타원형 련 립 편미 분방정 식 의 경 계 값문제 
를 해결한것이 다. 그는 보동교육부문의 수학교파서 현대화에 
도 기여하였고 수학말을 과학화하고 바로잡는메서 커다란 성 
과를 거두었다. 그밖에 수학의 본질과 과업을 밝히는데도 기 
여 하였 다. 

위대한 장군님의 크나큰 배 려로 리재곤은 원사, 교수 박 
사, 인민과학자로 되였다. ᅭ 
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5. 함수의 그라프변환 


[평행이동] 

o 함수 _y = /( jc )+« 의 그라프는 _y = /(; c ) 의 그라프를 
기축의 정 방향으로 «만큼 평 행 이동하여 얻는다. 

o 함수 _ y =/(; c - W ) 의 그라 프는 기=/(서 의 그라 프를 
축의 정 방향으로 W 만큼 평 행 이동하여 얻는다. 


[례] 


[례] 


y = 4 x +2 의 그라프는 

함수 _y = 기의 그라 
프를 기축의 정 방향으 
로 2만큼 평행이동하 
면 얻어 진다. 
y 니 x + 2 의 그라프는 
함수 y = yfx 의 그라프 
를 Y 축의 정방향으로 
_2만큼 평 행 이 동하면 
얻 어 진 다. 



° 함수 jz / OcWw ) +«의 그라프는 _ y =/6：) 의 그라프 
를 jc 축의 정방향으로 w 만큼 평행이동한 다음 기축의 정방 
향으로 «만큼 평행이동하여 얻는다. 


[대칭이동] 

O 함수 _y = /( 功의 그라프를 JC 축에 관하여 대칭 이동 
하면 함수 기 = -/(功 의 그라프를 얻는다. 

o 함수 _y = /( 功의 그라프를 기축에 관하여 대칭 이동 
하면 함수 _y = /( -功의 그라프를 얻는다. 
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[레 ] 함수 _y = 2jc 2 의 그라 v 
프를 x 축에 관하여 
대 칭 이 동하면 
^ = - lx 1 의 그■라■프 
를 얻 을수 있다. 

[례] 함수 _>네 -2 의 그라프 
를 죽에 관하여 대 칭 이 
동하면 y = - x -2 의 그 
라프가 얻어 진다. 



o 함수 ；; =/ 0c ) 의 그라프를 원점에 관하여 대칭이동 
하면 少 ：功 의 그라프를 얻는다. 


[레] 함수 기=》의 그라프로부터 함수 ；；=-(-；>：) 士 의 
그라프를 단번에 얻자면 원점에 관하여 대칭이동 
하면 된다. 

[확대와 축소] 

fl>0 일 때 _y = /( 功 의 그라프를 기 축방향으로 fl 배 


확대 (또는 축소) 하면 _y = a / 0 ：) 의 그라프를 얻 는다. 


[례] 함수 7 =； c 2 의 그라프로부터 함수 기 = 느 2 의 그 
라프를 그려보아라. 

풀이 . x 의 같은 값에 대 응하는 ,, y \ y =? x2 

y =2 x 2 ^ 값은 의 \\ 8 ---4： y = x 2 

값의 2 바 Hp }. \\ /；! 

그러므로그，=느 2 의 그라프는 \1 4-- U 2 X 2 2 

긔의 그_라프의 매개 점 \\ 乂 ，’;v 

의 j 자리표를 2배 확대해서 \\ "公 

얻은 점들로 이루어진다. -~~^ 


96 





6. 분수함수와 무리함수, 제급함수 


[분수함수] 

분수식으로 표시되는 함수를 분수함수라고 부른다. 
[례] 다음 분수함수의 뜻구역을 구하여 라. 


1) y =- 
풀이. 1) 八 


2 


-1 


2) j = 


x +3 


x -1^0 즉 1 

따내 ”솝ᅬ 하역 


(一的, l ) U ( l ,+ o 。) 


2) y 


x 


x +3 

ᄌ + 3 뉴0 즉 x ^~3 

따라서 기의 뜻구역은 (-지- 3) U (_3,+< x >) 


분수함수의 그라프 


x-m 


-+n ( a ， m ， « 은 상수, a ^ O ) 모양으로 표 


시되는 함수의 그라프는 쌍곡선이며 함수 7 = 丄의 그라프 

•X 

를 변환하여 얻 을수 있다. 

[례] 기 = 으드득 I 의 그라프를 그려 라. 
x + 1 

풀이 . 분수식 을 변형하면 


2 새 네 

V ^ ) V 上 j 


■X + 1 


■X + 1 


2(ᄌ + 1)-3 = 3 

x+l x+l 


+ 2 


기=丄을 丄->호->一오—-^구 

X X X X X + 1 




X + 1 


+ 2 


와 같이 변환하면서 이에 따르는 그라프변환을 
차례 로 하면 된다. 
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◦ _ ax+b (이 公， d 는 상수 ， c 굳 0， be — ad ^ 0 ) 

cx+a 

모양의 분수함수의 그라프는 쌍곡선 이 며 다 함수 7 = 丄의 

x 

그라프를 변환하여 얻 을수 있다. 즉 

ax+b a . be-ad 1 ᅩ n 

y = - j =—+ - j = m + - - 

cx-\-d c cx+d c cx+d 


여기서 m = ~, n = bc ~ ad 이므로 함수 기 = 丄 의 그라프 

C C X 

를 X 축의 정방향으로 -쓰만큼 평행이동하고 «배 한 다음 

C 

기 축의 정방향으로 m 만큼 평행 이동하면 함수 ；； = 쓰^의 

cx+d 

그라프를 얻는다. 
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[무 El 함수] 

무리식으로 표시되는 함수를 무리함 수라고 부른다. 

[례] 다음 무리함수의 뜻구역을 구하여라. 

1) y 니 x + l 2) y = 厂！_ 세: 

a/jc + 3 

풀이. 1) y = 、j )c + ᄀ 

x + 1 >0 즉 x >-7 

따라서 y =、hc + ᄀ 의 뜻구역은 [-7， + co ) 

2 ) y = .- i — +ᄌ 

、l x + 3 

분모가 0이 되지 말아야 하므로 x + 3>0 
즉 x > —3 

따라서 y = 수 — +' 의 뜻구역은 (-3, + oo ) 
、/ x +3 

무리함수의 그라프 

y = ay / x - m + n ( a ^0) 모양의 무리함수의 그라프는 함 
수 ；； = 士의 그라프를 변환하여 얻을수 있다. 

[례] 少 =‘의 그라프를 어떻게 변환하면 y =-^2-4 x - h 3 
의 그라프를 얻겠는가? 



과 같이 변환하면서 이에 따르는 그라프변환을 
차례 로 하면 된다. 
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[제급함수] 

少 =; c “ 로 표시되는 함수를 제급 함수라고 부론다. 
제곱함수에서는 지수가 
어떤 수인가에 따라 그의 뜻 
구역이 달라진다. 

[례] 함수 기=규의 그라 
프는 그림과 같다. 



7 . 지 수함수와 로그함수 


[지수함수] 

a 가 1이 아닌 정수일 때 /( 功 = a ᅳ으로 표시되는 함수 
를 지수함수 라고 부론다. 

[례] 지수함수 /( 功 = ”의 그라프를 그려 라. 

풀이 . x 의 값에 따르는 2ᄌ 의 값을 표로 작성하면 다음 
과 갈다. 


100 



X 


-2 

-1 

0 

1 

2 


r 


1 

4 

1 

2 

1 

2 

4 



이 표에 의하여 그라프를 그리면 그림 "1) 와 같다. 




[례] 지수함수 /⑴ = 2 _x 의 그라프를 그려라. 

풀이. 지수함수 /0)=2ᅲ의 그라프는 지수함수 f(x)=2 x 
의 그라프를 ^축에 관하여 대칭 이동하여 얻을 
수 있다. (그림 L )) 


- 지수함수 /( 功 =，의성질 

① 뜻구역은 (一여，+~) 

② ;c = 0 일 때 함수값은 7 = 

③ G >1 일 때 증가함수이고 



값구역 은 (0， + oo ) 이 다. 
1 이 다. 

0< a < l 일 때 감소함수이다. 



지 수함수 /(功='의 거 꿀함수 y=log,x (a^l, a >0) 를 

로그함수라고 부론다. 
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로그함수의 그라프는 지수함수 /(X) = a x 의 그라프와 
직선 _y=x 에 관하여 대칭이다. 


[례] 로그함수 v=log 2 x 의 
그라프를 그려라. 

풀이. 지수함수 _y = 2 x 의 그라 
프로부터 y = log 2 x 의 
그라프를 그리면 그림 
과 갈다. 

[례] 로그함수 V = log x X 의 

2 

그라프를 그려라. 


■ 이. 지수함수 -몌위 의 1 

라프로부터 7 = log 丄 义 
2 

의 그라프를 그리면 그 
림과 갈다. 




- 로그함수의 성질 

① 뜻구역은 (0，+~) 이고 값구역은 (一«\ +oo) 이다. 

② JC=1 일 때 함수값은 ；;=0이다. 

③ a〉l 일 때 증가함수이고 0<a<l 일 때 감소함수이다. 
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8. 삼각함수와 거꿀삼각함수 


[삼각함수] 


그림은 회전하는 반경 OM 이 관 측으로부터 각 0 만큼 
회전한것을 보여주고있다. 

반경 의 끝점 보의 자리표를 
M ( jc , y ) , OM = r 라고 할 때 주어 

진 각 0에 삼각비 今 으가 대 

r r x 

응한다. 

각 산에 비 쓰, 즈, 즈를 대 

r r x 

응시키는 함수를 각각 시누스함수，쿄시누스함수, 탕겐스함수 

라고 부르고 다음과 같이 표시한다. 

sin 分 = 上， cos 9 = — , tan 0 = — 



또한 각 0 에 비 조, 스, 스 를 대 응시키 는 함수를 각각 

少 ^ 少 

쿄탕겐스함수, 세칸스함수, 크세칸스함수라고 부르고 다음과 같이 

표시 한다. 


V r y 

cot 分:一， sec 分:一, cosec 分 = — 

' ᄌ y 

이 함수들을 통털어서 삼각함수 라고 부른다. 

삼각함수에 서 각을 변수 X 로 표시하면 삼각함수 y = f { x ) 
들은 y = sinx , y = cosx , y = tanx , y = cot x , y = secjc , 
_ y = cosec;v 로 표시 할수 있 다. 

우에서 지적된 삼각함수들의 합，차，적，상，제곱 
등도 역시 삼각함수이 다. 
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[례 ] 3 ； = 3cosx-2sinx, j ； = tan 2 x + cos2x, 

(■-sin' 2tanx 
cosx + sinx 1 + tanx 

들은 다 삼각함수이 다. 

一 삼각함수값의 부호 

매 분구에 서 cos 지 sinx, tanx, cot;c 의 부호는 그림 파 
갈다. 


sinx cosx tanx cotx 

[례] sin 573°, cos 증;사의 부호를 말하여 라. 

풀이. 573°=213°+360°이므로 이 각의 끝변은 3사분구에 
놓인다. 

따라서 sin 573° 의 부호는 一이 다. 



-+고=- f -2 ;r 이므로 이 각의 끝변은 4사분구에 
놓인다. 

따라서 co <-|; ᅪ의 부호•는 +이다. 

[주기 함수] 

변수 X 의 임의의 값에 대하여 정수 씬 이 있어서 
/('±句 = /(功 이 면 함수 /( JC ) 를 주기함수，씬 을 주기라고 부른다. 
보통 주기 ^은 웃식에 맞는 가장 작은 수를 택한다. 

一 함수 J = sinjc 의그라프 
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— 함수 7 = sin ' 의 그라프의 특징 

① = ± 1 사이에 있 다. 

② 점 jc 늬 brUeZ ) 에서 x 축과 사권다. 

③ 구간 -눙 Ikrt , 득 +2 k 7： 에서 오른다. 

④ 구간 J +2 k 7 T , ^~ + 2 k 7 T 에 서 내린 다. 

⑤ 원점 ◦에 관하여 대칭 이 다. 

⑥ 2 tc 를 주기로 하여 되풀이된다. 

一 함수 _v = sirur 의 성질 

① 뜻구역 (구이， +«0，값구역 [一 1， 1] 

(受 ， x = kTT ( keZ) 0 A 때 함수값은 0이 다. 

③ 구간 [~^ + 2 k 7 T , | + 2 切)에 서 함수는 증가한다. 

④ 구간 [ j -+2 k 7 T , |+2소;ᅪ에서 감소한다. 

⑤ j = sirLx 는 홀함수이 다. 즉 

sin (- x ) = - sin x , xgR 

⑥ j = sin ; c 는 주기함수이다. (주기 는 2 ;r 이 다. ) 

- 함수 7 = C0SX 의 그라프 

기: cos ; c = sii (줄 +;cj 이 다. j = cosx 의 그라프는 3 ； = sinx 

의 그라프를 x 축의 부의 방향으로 f 만큼 평행이동하 
여 얻 을수 있다. " 
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— 함수 y = cosx 의 그라프의 특징 

① 직 선 = ± 1 사 이 에 있 다 . 

② 점 x = i + hr 에서 JC 축과사권다. UEZ ) 

③ 구 간 [Ik 刀:, n + 2 k 刀:' 에 서 내 린 다 . 

④ 구간 \n + Ikn , 27 r + 2 A :; r ] 에 서 오른다. 

⑤ j 축에 관하여 대 칭 이 다. 

⑥ 2 ;r 를 주기 로 하여 되 풀이 된 다. 

— 함수 7 = C0S*X 의 성질 

① 뜻구역 (一와 +이，값구역 [一1， 1] 

② = f+fcr UeZ ) 일 때 함수값은 0이 다. 

③ 구간 、刀: + 2 k 刀:， 2 ;r + 2 A :; r ) 에 서 함수는 증가한다. 

④ 구간 (、2 k 刀:， ;r + 2 A :; r ) 에 서 함수는 감소한다. 

⑤ jzcosx 는 짝함수이 다. 즉 

cos (- x ) = cos 冬 xeR 

⑥ ;； = cosx 는 주기함수이다. (주기 는 2 ;r 이 다. ) 

一 함수 j = tan;c 의그라프 








一 함수 7 = tanx 의 그라프의 특징 

① 점 ^ = 즈 +^고 에서 우아래로 한없이 뻗는다. Uez ) 

2 

② 점 x=br 에서 x 축과 사권다. 

③ 구간: f-y + A ：^-, 중사灰好) 에 서 오른다. 

④ 원점 o 에 관하여 대칭이다. 

⑤ ; r 를 주기로 하여 되풀이된다. 

— 함수 기 = tan ; c 의 성질 

① JC =| 사灰; r ( A : eZ ) 일 때 뜻을 가지지 않는다. 

② x = /or 일 때 함수값이 0이 다. 

③ 구간 f + ■우에서 증가한다. 

④ 그라프는 원점 O 에 관하여 대칭이다. 즉 y = tanx 
는 홀함수이다. 

⑤ 冗 를 주기 로 하는 주기함수이다. 

- 함수 7 = cot；c 의 그라프 

_y = cotJC = - tan^x + yj °] - [-7 T , 好] 에 서 함수 y = cotx 

의 그라프는 y = tanx 의 그라프를 X 축방향으로 -늑 만큼 
평 행 이 동한 다음 _y 축에 관하여 축대 칭 이 동하면 얻 어 진 다. 
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一 함수 J = cot 义 의 그라프의 특징 

① 점 JC = 소 ; T 에서 아래우로 한없 이 뻗는다. (소 GZ ) 

② 점 ^ = 즈+쇼 ; r 에서 JC 축과 사권다. 

2 

③ 구간 、 kn ， ( A ：+ l ); r ) 에서 내 린 다. 

④ 원점 O 에 관하여 대칭이다. 

⑤ 포를 주기로 하여 되풀이된다. 

一 함수 ；； = a sinx 의그라프 

① tf >0 인 경우에는 _y = asin;c 의 그라프를 기 축방향 
으로의 확대 U >1), 축소 (0< a < l ) 변환을 하여 얻 는다. 



② a <0 인 경 우에 는 _y = | a|sinjc 의 그라프를 jc 축에 관 

하여 대 칭 이 동하여 얻 는다. 

- 함수 少 = sinfe 의그라프 

① &〉0인 경우에는기 = sin;c 의 그라프를 x 축방향으로 
의 확대 (0< Z ?<1), 축소沙 >1) 변환을 하여 얻는다. 



대칭이동하여 얻_ 
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-다. 



- 함수 j = sin(x + c ) 의 그라프 


少 = sin;c 의 그라프를 x 
축방향으로 | c | 만큼 평행이 
동하여 얻는다. 이 때 

c >0 ： jc 축의 부방향 
c <0 ： jc 축의 정 방향 
[거꿀시누스함수] 



시에 = arcsine 

( 아크■시누스 m} 

함수 y = sinx 의 거 물함수 
y = arcsinx 를 거꿀시누스함수라 
고 부른 다. 

함수 yzarcsinux 의 그라프 
는 함수 y = sinx [-^< x <^ 의 



sinx = m 


n ^ ᄌ 

n 

- < x < 


2 



그라프를 직 선 = X 에 관하여 대 칭 이 동하여 얻 을수 있 다. 


[거꿀쿄시누스함수] 


cos x-m 

0<X<7T 


<^>x = arccosm 
《 아크코시누스 m 


함수 jFarccosx 는 y=cosx 

의 거 물함수이다. 

함수 y = arccos x 를 거꿀 

己시누스함 수라고 부른다. 

함수 y = arccos ' 의 그 
라프는 7 = cosx (0< x <^-) 의 
그라프를 직 선 j = x 에 관하 
여 대칭이동하여 얻을수 있다. 
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[거꿀탕겐스함수] 

tan x-m \ 


穴 ■ 穴■卜才 ᄌ = arctan m 

~^ 2 < X < ~ 2 ) 《아크탕겐스 m » 

함수 7 = tanx 는 구간 즈1 에서 증가하므로 거 

、2 2 J 

물함수를 가전다. 

그것을 구하면 

3 ； = arctan 지 - 的 < ᄌ <+ 的， -y<3；<yj 



마찬가지 방법으로 함수 j=cotx 의 거꿀함수 j=arocotx 도 
이 끌어 낼 수 있다. 

거 물탕겐 스함수 jzarctanxC - oocpc + oo ) 의 그 라프는 
y = tan ^<y< y j 의 그라프를 직선 y = x 에 관하여 
대 칭 이 동하여 얻 을수 있다. 
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제 4 장. 방정식과 안같기식 


1. 같기식과 안같기식 


[같기 식] 

두 식을 같기기호로 이어서 만든 식을 같기식이라고 
부른다 • 

[례] 2ab = 3x + 3 , 3x + 7 = 5a +b 

一 갈기식의 성질 

A , 묘가 셈 식 이 고 A = B 라고 할 때 

① A + C ᄑ B + C ( C : 셈식) 

② A - C 귀 B ᅩ C ( C : 셈식) 

③ AC = BC ( C : 셈식 ) 

® H ( 다 0 ) 

[늘맡기 식] 

변수의 임의의 값에 대하여 늘 성립하는 같기식을 
늘같기 식이 라고 부른다. 

[ 려 1 ] (公 + = (7 - +2(2 스 + 及 2 ， X 4 = 4 X 

一 늘맡기식의 증명 

늘같기 식 의 어 느 한 변 또는 두 변을 각각 변형 하 
여 같기 식 이 된 다는것 을 밝히 거 나 어 느 한 변을 다른 
변으로 옮겨 서 변형 한것 이 령 이 된다는것 을 밝히 는것 을 
말한다. 

[방정식] 

변수가 든 같기 식 을 그 변수에 관한 방정식이 라고 부 
른다. 

방정식은 변수의 개수와 차수에 따라 다음과 같이 분 
류한다. 
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변수가 하나이고 차수가 1차이면 한변수1차방정식 
변수가 하나이고 차수가 2차이면 한변수2차방정식 
변수가 둘이고 차수가 1 차이면 두변수1 차방정식 


[방정식의 변령] 

방정 식 을 겉 모양은 다르나 그것 과 같은 풀이모임 
을 가지는 방정식으로 고치는것을 방정식을 변령 한다고 
말 한다. 

① 방정식의 두 변을 서로 바꾸는것 

② 방정 식 의 각 변을 변형하는것 

③ 방정식의 두 변에 같은 수나 셈식을 동시 에 더하 
거 나 더 는것 

④ 방정식의 두 변에 동시에 0이 아닌 같은 수나 셈 
식 을 곱하거 나 두 변을 동시 에 0이 아닌 갈은 수나 셈식 
으로 나누는것 

방정식에 맞는 변수의 값들의 렬을 그 방정식의 풀이라 
고 부론다. 

풀이를 다 구하거나 맞는 풀이가 없다는것을 밝히는 
것 을 방정식을 푼다고 말한다. 즉 방정 식 의 풀이모임 (방정 
식의 풀이들의 모임)을 구하는것을 방정식을 푼다고 말 
한다. 

[례] 2ᄌ-8=0 

;c = 4 일 때 2.4 -8 = 0이므로 4는 방정식 2^-8 = 0 
의 풀이이 다. 

같기식의 성질을 써서 방정 식 을 고쳐갈 때 그것의 풀 
이 는 달라지지 않는다. 

방정 식을 풀려면 같기식의 성 질을 써서 그 방정 식 을 
x = a 모양의 방정 식 으로 고치 면 된 다. 

이 때 a 가 주어 진 방정 식 의 풀이 이다. 
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[동등한방정식] 

한 방정식이 다른 방정식을 변형하여 얻 어진다면 이 두 
방정 식은 서 로 동등한 방정식이 라고 부론다. 

- 방정식을 세워서 응용문제를 푸는 순서 

① 구하려는 량(또는 아직 정해지지 못한 량)을 글자 
로 표시 한다. 

② 문제에서 서로 련관되는 필요한 량들을 식으로 표 
시하고 문제조건에 맞는 방정식을 세운다. 

③ 방정식을 푼다. 

④ 풀이가 문제의 뜻에 맞는가를 따져본다. 

⑤ 구하려는 답을 쓴다. 

—— ' 상 식/ - 

3 차방정식의 풀이공식을 찾은 
타르타글리아 (1500-1557, 이딸리아) 

1512년 프랑스군대 가 이딸리 아에 쳐 들어 와 어 느 한 교회 당에 
피신한 사람들을 칼탕쳐 죽이였다. 여기서 구사일생으로 살아난 
타르타글리 아는 말을 더 듬게 되 였다. 

그는 어려서 수학책 한권을 얻어 자습으로 공부하였고 후에 
베니스대학의 교수로 되였다. 종이 살 돈이 없는 그는 석판에 글 
도 쓰고 계산도 하면서 수학공부를 하였다. 

그는 천성적으로 총명하였으며 공부를 몹시 하고싶어하였다고 
한다. 그의 가장 큰 공적은 3차방정식의 풀이공식을 찾은것이다. 

___ 少 


[안같기 식] 

두 식을 안같기기호로 이어놓은것을 안같기식이라고 부 
른다. 

안같기식 은 변수의 개 수와 차수에 따라 다음과 같이 
분류한다. 
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변수가 하나이고 차수가 1차이면 한변수1자안맡기식， 
변수가 하나이고 차수가 2 차이면 한변수 2 자안맡기식， 
변수가 둘이고 차수가 1차이면 두변수1차안갈기식 


안같기식 에 맞는 변수의 값을 그 안같기식의 풀이 라고 
부른 다. 

안같기식 의 풀이 를 다 구하거 나 풀이 가 없 다는것 을 
밝히 는것 을 안같기식 을 푼다고 말한다. 즉 안같기식 의 풀 
이 모임 을 구하는것 을 안같기식 을 푼다고 말한다. 

[안같기식의 변형] 

안같기식 을 겉 모양은 다르나 그것 과 같은 풀이 모임 을 가 
지 는 안같기식 으로 고치 는것 을 안같기식을 변령 한다고 말한다. 

① 두 변을 바꾸면서 안같기기호의 방향을 바꾸는것 

② 두 변을 변형하는것 

③ 두 변에 같은 수나 셈식을 동시 에 더하거 나 더는것 

④ 두 변 에 안같기식 의 뜻구역 에 서 정 수값을 가지 는 
같은 식을 곱하는것 

⑤ 두 변 에 안같기식 의 뜻구역 에 서 부수값을 가지 는 
같기식 을 곱하면서 안같기기 호의 방향을 바꾸는것 

※ 두 변을 2제곱하는것，두 변에 갈은 식을 곱하는것은 변형 
이 아니 다. 

[동등한 안같기식 ] 

한 안같기 식 이 다른 안같기 식 을 변형 하여 얻 어 진 다면 
이 두 안같기식 은 동등한안맡기식이 라고 부론다. 

一 안같기식의성질 

A < B 일 때 A , B ： 셈식 

① A + C < B+C 

② A - C < B - C ( C ： 셈식) 

③ >0 이 면 A < B , —< — 

m m 

m 〈0 이면 m A〉m B ， — > — 

m m 
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— 상 식/- 

갈기기호와 안같기기 호의 유래 

같기기 호《 =》는 영 국의 수학자 레 코드 (1510-1558) 가 처 
음으로 사용하였다. 그는 자기가 알고있는것가운데서 가장 비슷 
한 두 물건이 한쌍의 평행직선모양이였으므로 이 두 선으로 같 
다는것 을 표시해 야 한다고 제 기하였 다고 한다. 그러 나 17세 기 경 
에 이르러서야 수학자들이 그것을 인정하고 사용하여왔다. 

안같기기호 《>》， 《<》는 영국의 수학자 하리오트 

(1560-1612) 가 1612년에 처음으로 사용하였다. 기호 
《〉》，《<》에는 벌어진쪽이 좁아진쪽보다 크다는 뜻이 담 
겨져있다. 그후에 기호 《 =》와 《>》， 《<》가 결합된 

( ^ > , 《 S 》가 사용되 였 다. 수학에 서 같기 기 호, 안같기 기 

호를 사용하여 량들사이 의 크기 관계 를 간편하게 표현하게 됨 
으로써 과학기술발전에 크게 도움을 주었다. 

_ _戶 


2.1 자방정식과 1 차안같기식 


[1 차방정식] 

변수가 들어있는 마디 의 차수가 1 인 방정 식 을 1차방정식 
이라고 부른다. 

[례 ] 2 x -3 = 5 , ax + b = 0 

1차방정식의 풀이 

o 1차방정식 띠: + 스 = 0 의 대수적풀이 

방정식을 변형하여 ^ = ^ 와 같은 형 래로 고치는 방법 
으로 푼다. 

[3)1 ] ax + b = 0 



이 때 a 굴 0 이 고 公여 0 이 면 x =-- 

公 

公 = 0 이면 x = 0 

a = 0 이고 쇼; M ) 이면 풀이는 없고 
a = 0 이고 스 = 0이면 임의의 수가 풀이로 된다. 

o 1 차방정식 a;c + 스 = 0 의 그라프적풀이 

방정식 fl ； c +6=0 의 풀이는 y = ax+b 
의 그라프가 x 축과 사귀는 점의 x 
자리표를 구하는 방법으로 찾을수 
있 다. 

실례로 그림에서 따 + 스 = 0의 풀 
이 는 ;c = c 이 다. 

o 1 차방정식 a;c + & = cc + 넜 의 풀이 

y = ax + b 少 = ac + 넜 의 그라프가 사귀 는 점 의 자리 

표와 같다. 

-、상 식 /- 

갈화리론의 창시자, 어린 수학자 
갈로 K 1 81 1-1 832, 프랑스) 

갈과는 12살까지 어머니가 직접 교육하였다. 그는 주로 시 
문학에 몰두하였다. 갈과는 중학교에 입학하여 시문학으로부터 
수학에로 극적인 방향전환을 하였다. 그는 중학교시절에 련분수 
에 관한 론문을 썼 다. 이 때 5차방정 식 의 대 수적풀이 에 《 성 
공》하였 지 만 자체 로 오유를 발견하고 대 수방정 식 이 뿌리 기호로 
풀리 기 위한 조건을 찾아내 였 다. 

갈과는 16살에 론문을 바탕으로 하는 유명한 갈과리 론을 내 
놓았다. 그러 나 갈파의 론문은 천대 를 받았다. 리해 하기 도 힘 들 
었지만 풋내기로 보였던것이다. 

갈과는 결투끝에 사망하였는데 그가 사망한지 14년만에 그 
의 론문이 수학잡지 에 발표되 였 다. 빠리과학원에 서 는 60폐 지 짜 
리 《 갈과전집》을 출판하면서 수학박사의 학위 를 수여하였 다. 
___ ^ 
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[련립방정식] 

몇개의 방정식을 묶은것을 련립방정식이 라고 부론다. 

련 립방정 식 에 서 로 다른 변수가 2개 들어있 고 매 방정 
식 이 1차방정 식일 때 그 련 립방정 식 을 련립두변수 1 차방정식 
이 라고 부른다. 

련립두변수1차방정식의 일반모양(변수는 x , y ) 
a^x + b x y = p 
a 2 x + b 2 y = q 

r-jrr 1 ^ y = 29 { 5 x =2 

[ 4 x + 2 y = 64 \lx - 2 y = 3 

련 립 방정 식 에 서 로 다른 변수가 3개 ( « 개 ) 들어 있 고 
매 방정 식 의 차수가 1일 때 그 련 립방정 식 을 련립세변수 

(« 변수) 1 차방정식 이라고 부른다. 

一 련립방정식의풀이 

련 립방정 식 의 매 방정 식 에 다 맞는 공통풀이 를 그 
련립방정식의 풀이라고 부론다. 

a x x + b x y = p ① 
a 2 x + b 2 y = q ② 

A ： ①의 풀이모임 
B ： ②의 풀이모임 
C = AHB ： 련 립방정 식 의 풀이모임 
련립방정식의 풀이모임을 구하는것을 련립방정식을 
푼다고 말한다. 

- 련립두변수1차방정식의 풀이법 
O 갈아널기법 

련립두변수1차방정식은 거기에 들어있는 어느 한 방 
정식이 한변수1차방정식으로 되도록 변형하여 푼다. 

한 변수를 다른 변수에 관한 식으로 표시하고 갈아넣 
으면서 련립방정식을 푸는 방법을 갈아널기 법이라고 부른다. 
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[례 ] jrt 2 , 을 갈아넣기법으로 풀어라. 

\2 x -3 y = 3 

\ x-y = 2 ① 

풀이. 1 ' 厂、 

[2 ᄌ-3少 = 3 ② 

①에 서 변수 x 를 _y 에 관한 1 차식 으로 표시 하면 
x = 2 + y ③ 

③을 ②에 갈아넣으면 

2(2 + y )-3 y = 3 

少 = 1 

이것을 ③에 갈아넣으면 
x = 3 

... 풀이 모임 {(3,1)} 

o 더덜기법 

련 립 방정 식 에 들어 있는 두 변을 변끼 리 더 하거 나 덜 
어서 한변수1차방정식을 얻어내면 그것을 쉽게 풀수 있다. 

두 방정 식 을 변끼 리 더하거 나 더 는 방법 으로 련립 방 
정식을 푸는 방법을 더덜기법이라고 부른다. 

[례] {公- 2 ) 냐 _ 3 ® 

[5 x + 2 j ； = ll ② 

풀이. ① + ② 

3 x — 2 y = —3 
+ ) 5 x + 2 y = 11 
Sx =8 

x = \ ③ 

③을 ②에 갈아넣으면 

5-1+2>； = 11 
少 = 3 

... 풀이모임 {(1,3)} 
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◦ 그라프에의한풀이법 

두변수방정식의 풀이를 자리표로 가지는 점전부의 모 
임을 이 방정식의 그라프 라고 부론다. 

두변수1차방정식의 그라프는 직선이다. 

련립두변수1차방정식의 풀이는 매 방정식의 그라프들 
의 사귐점의 자리표이며 그 거꿀도 성립한다. 

그러므로 련립두변수1차방정식의 풀이를 구하기 위해 
서는 매 방정 식들의 그라프들의 사귐점을 찾아야 한다. 

이때 그라프들이 한 점에서 사귀면 풀이는 1개, 그라 
프들이 평행이면 사귐점이 없으므로 풀이는 없는것이다. 
그라프들이 겹치면 사귐점이 끝없이 많으므로 풀이는 끝 
없이 많은것으로 된다. 



一 련립세변수1 차방정식의 풀이법 

련립세변수1차방정식도 갈아넣기법，더덜기법으로 푼다. 

이때 한 변수를 갈아넣 기법에 의 하여 없애고 련립두 
변수1차방정식으로 이끌어간다. 

3 x-y + 2 z = ll ① 

[례] < x + 2 y -3 z = 0 ② 을 갈아넣 기 법 으로 풀어 라. 

z = 5 x + y ③ 

풀이. ③을 ①에 갈아넣으면 

3 x-y + 2(5 x 斗、 y ) = 11 

I 3 x + y = ll ①' 

③을 ②에 갈아넣으면 

x + 2 y - 3(5 a : + y ) = 0 
x + 2 y - l 5 x -3 y = 0 
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-14 x - 少 = 0 

14 ^ + 7 = 0 ® / 

에서 j ； = -14 jc 를 ①' 에 갈아넣으면 
13 jc + (-14 jc ) = 11 
-x = l \ 
x = -ll 

이것을 ② ' 에 갈아넣으면 
y = 154 

义 = -11，少 = 154를 ③에 넣으면 

z = 5 Y -1 U +154 = -55+154=99 
... 풀이모임은 {(一11, 154, 99)} 

2 x -3 y z = 1 ① 

[례] < x + 4 y - z = 6 ②을 더 덜기 법으로 풀어라. 

3 x - 2 y + 2 z = 14 ③ 

풀이. ① + ② 

2 x - 3 y + z = 7 
+ ) x + 4 y - z = 6 

3 x y =13 ④ 

① X 2 -③ 

4 x - 6 y + 2 z = 14 

- ) 3 x - 2 y + 2 z = 14 

x -4 y 「5" ⑤ 

④一⑤ X 3 

3 x + y =13 

- ) 3ᄌ - 12 少 = 0 

13少 = 13 

y = l ⑥ 

⑥을 ⑤에 넣으면 x = 4 ⑦ 

⑥，⑦을 ①에 넣으면 z = 2 

... 풀이모임 은 {(4， 1,2)} 
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一 련립방정식을 세워서 문제를 푸는 방법 

① 구하려는 량들을 변수로 잡는다. 

② 문제의 조건에 따라 변수의 개수만 한 방정식으로 
된 련립방정식을 세운다. 

③ 방정식을 푼다. 

④ 구한 풀이가 문제의 조건에 맞는가를 보고 맞는것 
을 답으로 쓴다. 

[1 차안같기 식] 

변수가 든 마디의 차수가 다 1 차인 안같기식을 1자안 
맡기 식이라고 부른다. 

[례] ax - b > x + 3 , 3 x + 2<; v :-3,2-4 jc 〉9 + x 

- 1자안갈기식의풀이 

° 1 차안같기 식 ax > b , ax<b 는 변형 하여 다음파 같 
은 풀이 를 얻는다. 



ax 〉公 의 풀 이 

ax < 公의 풀이 

a > 0 

x>k 

^ 公 
ᄌ <一 


公 

公 

a <0 




公 

公 

a = 0 , 公 > 0 

없다 

임의의 수 


[례 ] 안같기식 


풀이. 


먼저 왼변과 오른변에 분모들의 최소공통배수 
6을 곱하면 

2 x + 2>3 x + 3 
2 x -3 x >3-2 


- x>l 

x<-l 

풀이모임 은 (一 oo , 


1 ] 
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O 안같기식 따 + 스> 0 의 풀이 는 1차식 _y = ax + Z ? 의 
그라프가 x 축의 웃쪽에 놓이 는 x 값의 구간이고 ax + 6<0 의 
풀이 는 1 차 식 _y = or + 스 의 그라프가 x 죽의 아래 쪽에 놓이 
는 ; c 값의 구간이다. 



의 그라프가 1차식 _y = cc + (/의 그라프의 웃쪽에 놓이는 
x 값의 구간이 다. 

마찬가지 로 안같기 식 ax + b <cx + d 의 풀이 는 1 차식 
_y = ax + Z? 의 그라프가 1 차식 _y = c;c + 넜 의 그라프의 아래 쪽 
에 놓이는 x 값의 구간이다. .. 




[련립안같기식] 

몇개의 안같기식 에 다 맞는 변수의 값들을 생각할 때 
에 는 이 안같기식 들을 묶어 놓는다. 이 와 같이 안같기식 들 
을 묶은것을 련립안같기 식이 라고 부른다. 

련 립 안같기식 에 들어있는 안같기식 들이 같은 변수로 
된 한변수1차안같기 식 들이 면 련립한변수1 차안맡기 식이 라고 
부론다. 
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련립안같기식의 매 안같기식에 다 맞는 변수의 값을 
련립안맡기식의 풀이라고 부르며 련립 안같기 식 의 풀이 모임 을 
구하는것 을 련립안맡기식을 푼다고 말한다. 

련립안같기식을 풀 때에는 매 안같기식을 풀고 풀이 
모임의 사귐을 구하면 된다. 

[례] 련립 안같기식을 풀어라. 

\ lx +2>5 x ① 

] _ 4 x + l <22+3^ ② 


① 을 풀면 

2 x >-2 

x >-\ 

② 을 풀면 

- lx <2\ 
x > -3 


-1 


-3 


[례] 


①과 ②의 공통풀이 

x>-l — 

풀이모임은 [一1， + oo ) 
다음 련립 안같기 식을 풀어 라. 



2. x - 4<2 +:v CD 
<2 x +5<13 ② 

8-jc<6 ③ 


풀이. ①을 풀면 x <6 

② 을 풀면 x <4 

③ 을 풀면 x >2 
공통풀이를 구하면 

2< x <4 

풀이모임 [2, 4) 
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우〉0 ， o db>Q ，우<0<그>“스 <0 

公 公 


ab 〉 0 ， 


은〉0 

公 


\ a >0 
{&>0 


또는 


a < 0 
b <0 


ab< 0 ， ^-<0 ◎ 
公 


\a >0 甘 • ᄂ [次 <0 

\b <0 >>0 


[례] 안같기식 야 + 5)야-3) >0을 풀어 라. 


① j ᄌ+5>0 ② j ᄌ+5<0 

ᅪ c -3>0 [ x -3<0 

①의 풀이모임 (3, + oo ), ②의 풀이모임 (一。。， ᅩ 5) 
■ 풀이 모임 은 (ᅳ。。, -5) U (3, + °°) 


3. 2차방정식과 2차안같기식 

[2 차방정식] 

a ， b, (: 가 상수 이고 a 굳0일 때 
ax 2 + 公义 + c = 0 

모양의 방정 식 을 2차방정식이라고 부른다. 

[례] 3 jc 2 +5 jc + 2 = 0, x 2 =0 

2차방정식의 풀이 

° 방정식을 인수분해 하여 푼다. 

즉 ax : 2 +&어년 = 아义一비 (:\[ ： - 자 ) 형 래 로 인수분해 하여 x l =m, 
x 2 =n -%: 얻 는 다 . 

o 2차방정식의풀이공식 

지그: —스土^ᅮ그 ^(스 2 _4 ac >0 )i 의동수여 푼다. 

^• 히 b=2k(k=l, 2, - - -) ° l D d 

—k±ylk 2 —ac 

•大 i 2 ~ 

’ 公 

로 푼다. 
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그라프적 인 방법으로 푼다. 

방정 식 ax 2 +6 x + c =0 은 함수 少 = ax 2 + foc+c 에서 _y = 0 인 

경 우이 다. 그러 므로 0 근+뇨+ 0=0 의 풀이 는 함수 y = a ^ + bx+c 
의 그라프인 포물선이 x 축과 사귀 는 점의 x 자리표를 구 
하는 방법 으로 찾을수 있다. 

이 때 사귐점 이 없 으면 실 수풀이 는 없는것 이 다. 

- 판별식과풀이사이의관계 

2차방정 식 ax 2 +bx + c = 0 (a ^0)5] 풀이 공식 에 서 
D = 公 2 - 4 ac 

를 판별식이라고 부론다. 

풀이공식 으로부터 직 접 다음 결 과를 얻는다. 

굳자 인 실수풀이 가 있다. 

◦ = 00자 =;>: 2 인 실수풀이 가 있다.(겹풀이 ) 
D <0 O 서 로 공액 인 허 수풀이 자, 起가 있다. 

즉 x i = p+iq , x 2 = p — iq 

[례] 3 jc 2 -5 x +2=0 은 D = (-5) 2 -4.3.2 = l >0 이므로 

서로 다른 실수풀이를 가진다. 

2 jc 2 +5 jc + 7 = 0 은 D = (-2) 2 -4-1-1 = 4-4 = 0 이므 
로 겹풀이 x l = x 2 = l~^r 가진다. 

x 2 +2 x +2=0 D = 2 2 -4.1.2 = -4<0 이므로 서 
로 공액인 허 수풀이 를 가진다. 

이 때 지 = — 1 + / ， X2 = — 1 — i 


125 



2 차방정식의 풀이와 a 수사이의관계 

2 차방정 식 ax 2 -\-bx-\-c-0 (a ^ 0), 6, ceR 의 두 풀이 

를 사，서라고 하면 

X-i + X ᄀ — _ — ； X] * Xj — — 

公 a 

이 때 2차3마디식 은 다음과 같이 인수분해 된 다. 

ax 2 -\-bx+c=a{x-x x ){x-X 2 ) 


~ 상 식/- 

이들을 남긴 젊은 수학자 
아벨 (1802-1 829, 노르웨이) 

아벨의 가정은 대단히 빈궁하였다. 

13살에 중학교에 들어간 아벨 은 수학선생 의 도움으로 고 
등수학의 초보를 습득한 다음 이름있는 수학자들의 책을 공부 
하였다. 

아벨 은 대 학입 학초기 에 벌써 5차방정 식 의 풀이공식 을 
찾을 연구과제 를 설 정하였 다. 

그는 몇년동안 실패 를 거 듭하였지 만 끝내 대 학시 절 에 
5차방정 식 의 대 수적 풀이법 이 없 다는것 을 발견하고야말았다. 

가우스는 이 론문을 받고 펼쳐 보지 도 않았던것 같다. 

아벨 은 비 록 27살에 세 상을 떠 났지만 그는 수학에 지 울 
수 없는 공적을 남기였다. 

노르웨 이정 부는 아벨 의 생 일 200돐을 맞으며 노벨 상에 
대 응한 수학분야의 국제 상으로 아벨 상을 계 정할것 을 발기하 
고 2 200만딸라의 금액을 기금하였다. 2003년에 아벨상이 
수여되 였 는데 상금은 기만유로였 다. 

[/ 
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[ S 2 차방정식] 

2차방정식에로 이끌어지는 방정식가운데서 


ax 4 + bx 2 + c = 0 (a ^ 0) 

모양의 방정 식 을 §2차방정식이 라고 부론다. 


겹2차방정 식 은 보통 戶미 로 놓고 f 에 관한 2차방정 
식으로 고쳐서 푼다. 이때 


_ 一公土 y 公 2 —4公 c 

u= Ya 


x = + 4 t 


여 기서 f 느 0 이 면 JC 의 값은 실수이 며 ;<0 이 면 
값은 허수 이 다 . 


x 의 


[례] x 4 -5 x 2 + 6 = 0 


풀이. X 2 = t ^ 놓으면 방정식은 


t ~ ~ 5? + 6 — 0 


( f -2)( f -3) = 0 


今 = 2, f 2 =3 으로부터 x " — 1 , X 2 =3 
따 라서 지, 2 = + V 2 , ᄌ 3 , 4 = + V 3 
풀이 모임 은 {V2, -V2, V3,-V3} 
[례] 방정식 (jc 2 -3x) 2 -16(jc 2 -3x)-36 = 0 


풀이. x 2 - 3 x = tS , 놓으면 방정식은 
f 2 - 16卜 36 = 0 
(/- 18 ) 0 + 2 ) = 0 


자 = 18，요 2 = —2 
• • - 3^ = 18, — 3 x = -2 

• X 2 - 3文 - 18 = 0 을 줄면 Xi = 6 f x 2 = —3 
x 2 — 3 x + 2 = 0 줄면 ᄌ 3 = 1， x 4 = 2 
... 풀이모임 은 {6, -3, 1, 2} 
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^ 상 식 ! - 

당시 수학의《왕〉〉 

가우스 (1777-1 855, 도이릴란드) 

가우스는 당시 수학의 《왕》으로 불리웠다. 그의 집은 가난하였 
다. 가우스는 어려서부터 총명하였고 무엇이든지 다 알고싶어하였다. 
어머니가 그를 안고 거리에 나갔다오면 그는 자기가 본 건물들과 지 
나온 다리를 차례로 꼽군 하였다고 한다. 그는 글자와 수자를 남한테 
서 배운 일이 없는 어린 나이 에 글을 읽고 셈을 셀줄 알았다고 한다. 

그는 3살 때 아버지가 계산하는데서 잘못을 발견하였는데 이 
정도로 계산을 잘하였다고 한다. 

가우스는 81290+81495+ •••+100899* 한시간동안에 계산하라는 
수학교원의 과제를 몇분만에 계산하여 수학교원을 놀라게 한 일도 있 
다. 가우스는 뉴톤의 2마디공식도 그것을 모르는 상태에서 자체로 발 
견하였다. 그는 대학시절에 최소2제곱법을 발견하였다. 그는 1796년 
3월 30일 아침 잠에 서 깨 여나는 순간에 바른17각형 을 자와 콤파스로 
그리는것을 착상하였다. 그는 이 연구에 큰 의의를 부여하였다. 

가우스는 전기간에 자기의 연구결과발표를 너무나 심중하게 
하였다 한다. 

어떤 학자는 이렇게 말하였다. 《가우스는 18세기말에 19세 
기 수학의 앞날을 환히 내 다보고있 었다. 만일 그가 자기 의 모든 
연구성 과를 제때 에 적 어 두었다가 발표하였더 라면 세 계수학은 적 어 
도 50년분은 더 발전하였을것이다.》 

그는 대 학시 절 에 대 수학의 기 본정 리 (데 카르트의 가설) 증명 을 
박사론문으로 제출하였다. 

가우스는 수론을 중시하였는데 그것은 그의 《수학은 과학의 녀왕 
이 고 수론은 수학의 녀 왕이 다. > 라는 말로부터 알수 있다. 가우스는 부 
모에 대한 효성이 각별하였다고 한다. 어머니가 생의 마지막 4년을 소 
경 으로 지 냈는데 이 때 극성 스럽 게 어머 니를 돌봐드리 였 다고 한다. 

가우스의 생 일 225돐을 맞으며 수학의 응용에 관한 국제상으 
로 가우스상이 제정되였다. 

___ 7 

128 



[2 차안같기식] 

마디를 옮겨 정돈한것이 ax 2 +bx + c >0 ( >0 ) 또는 
m 2 + Zw + c <0 U 0) U 키) )모양으로 표시 되 는 안같기 식 을 
2차안갈기 식이 라고 부론다. 

[례 ] x 2 + 3 x - 2 > 0 , x 2 - 3 x < 0 , x 2 > 1 

- 2자안같기식의풀이 

O 2 차안갈기식 a ; c 2 +&c + c >0 ( fljc 2 + fec + c <0) 의 그라프적 

풀이 

2 차안같기식 ax 2 +bx + c > 0 ( ax 2 +bx + c < 0 )^ 풀이모임 
은 함수 _y = a ； c 2 +Zw + c 의 그라프에 서 x 축의 웃부분(아래 
부분)에 해 당한 x 값전부의 모임 이 다. 



안같기식 의 왼변을 인수분해하면 

ax 2 + bx + c = a(x ~ x 1 )( x - x 2 ) ( 지 < x 2 ) 


교 2 +&c + c >0 의 풀이모임 은 


a > 0 이면 


\ x - x x >0 ^ 느 |^_자 <0 

>0 ᄂ 1게 2 <0 


의 풀이 모임 과 같다. 즉 (- 00 , X x ) U (x 2 , + 00 ) 


a < 0 이면 


x-Xj>0 任 1 느 자 <0 

ᄌ-ᄌ2<0 1 一 ]?卜ᄌ2>0 


의 풀이모임 과 같다. 즉 (차, x 2 ) 
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a ; c 2 +& c + c <0 의 풀이모임 은 
a >0 이 면 (자， x 2 ) 
a <0 이 면 (- co , x { ) U ( x 2 , + co ) 

지:서 이면 ax 2 + bx + c = a { x - x l ) 2 °1 - E .5. ( jc - X !) 2 >0 ( jc ^ Xj ) 
을 고려하면 풀이모임 은 쉽 게 찾을수 있다. 

ᄋ 판별 식 에 의 하여 풀수 있 다. 

ax 2 + bx + c = 0 ( a ^ O ) -^1 두 줄이 를 x l , x 2 ( ^= x 2 ) 

판별 식 을 D =6 2 -4 c/c 라고 하면 
ax 2 +bx + c >0 

의 풀이모임은 

D >0 이 면 지 < jc 2 일 때 

a 〉0 이 면 (- co , ) U ( x 2 , + co ) 

a <0 이 면 ( 져, x 2 ) 

D =0 이 면 자 =차이 므로 

a 〉0 이 면 (- co , ) U ( x 2 , +co ) 

a <0 이면 ( t > 

D <0 이 면 

a 〉0일 때 (一°3, +°°) 
a <0 일 때 d ) 

a ; c 2 +& c + c <0 의 풀이 모임 도 같은 방법 으로 고찰할수 
있 다. 

[례] 함수 y = x 2 - 2 x - 3 ^ 그라프를 그리 면 x 축과 점 
-1, 3에서 사귀면서 우로 뻗은 포물선을 얻는 
다. 이때 -1< jc <3 에서 _ y <0 이고 나머지 구간 
^<-1, ; v >3 에 서 _ y >0 이 다. 

jc 2 -2 jc -3>0 의 풀이모임 은 

(-°°, -1) U (3, + oo ) 
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[례] 안같기식 2그: 2 -뇨-2>0을 풀어 라. 

풀이. 2 x 2 - 3 x - 2 = 0 ^ 풀이를 구하면 

x l = -j , 次 =2 이 므로 

2 x 2 - 3 x -2 = 2(x + 원(ᄌ _ 2) 
2jc 2 -3^-2>OO^ + 0x-2)>O 

义 + 1>0을 풀면 ^>2 

■X — 2〉0 

j 가士<0을 혀 

느 - 2 < 0 

■ 풀이 모임 은 I 一的 , - 士》(2, + 的 ) 

[례 ] 안같기식 

① x 2 - x+\>Q ② : 2 +:+1<0 에 서 

① a=l>0, D = -3<0 이므로 임의의 jc 값에 대하 

여 ; c 2 - jc +1>0 

풀이모임 은 (一 oo , + oo ) 

② a =\, D = -3<0 이므로 임의의 JC 값에 대해서도 

;c 2 +;c+l<0 이 성 립 할수 없 다. 

풀이모임 은 < t > 

[련립두변수 2 차방정식] 

련립두변수방정식에서 차수가 가장 높은것이 2차방정 
식일 때 이 련립방정식을 련립두변수2차방정식이라고 부론다. 

[ 례 ] {' + ” 2 3 卜 2 一切나 3/=0 

+ y = 5 [4x 2 +9y 2 =36 


^-2 
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一 련립두변수2차방정식의 풀이법 

련 립 두변수2차방정 식 은 그 모양에 따라 풀이방법 이 
여 러 가지 일 수 있 으나 갈아넣 기 법 과 더 덜 기 법 에 기 초하면 
서 인수분해 의 방법 으로 한 방정 식 이 1차방정 식인 경우로 
귀 착시 켜 서 풀거 나 득수방법 을 적 용하여 푼다. 

[례 ] 련 립방정 식 

jx + y = 3 ① 

{ ᄌ 2 + 少 2 =5 ② 

①에서 기를 구하면 

y=3-x ③ 

③을 ②에 갈아넣으면 
x 2 +(3-x) 2 =5 
이 방정식을 풀면 

•자 — 1 > ^2 ~ 2 

이것을 ③에 갈아넣으면 九=2, y 2 =\ 

이 리 하여 두개 의 풀이 (1,2), 쑈 1) 을 얻 는다. 

풀이모임 {(1, 2), (2, 1)} 

[절대값기호가 든 안같기식] 

변수 또는 변수가 들어있는 식 에 절대 값기 호가 들어 
있는 안같기식 을 절대값기호가든안갈기식 이 라고 부른다. 

절대값기호가 든 안같기식은 절대값의 정의에 의하여 
련 립 안같기식 으로 고쳐 서 푼다. 

이 때 다음 사실 을 리용하면 편 리할수 있다. 
\x\<a^>-a<x<a 

\x^La <^> x<-a 또는 x>a (a > 0) 

[례] |3 x -2 |<l 

- 1 < 3 기 - 2 브 1 이므로 
모든 변 에 2를 더하면 
1 < 3 ^: < 3 
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모든 변을 3으로 나누면 
} 예 

풀이모임 1 

[고차안같기 식] 

f{x) 가 x 에 관한 3차이 상의 여 러 마디 식 일 때 
/( x )>0(/( x )<0) 

모양으로 표시되 는 안같기식 을 고차안같기식이 라고 부론다. 

- 고차안맡기식의풀이 

고차안같기 식 

/( x )>0(/( x )<0) 

은 /( 功 를 인수분해한 다음 함수 _ y =/( 功 의 그라프를 대 
강 그려 풀수 있거나 구간에서 함수의 부호를 따져 대수 
적으로 풀수 있다. 

◦ 그라프를 그리면서 풀이모임을 구하는 방법 

한변수여 러 마디 식 /(功가 인수분해 되 였다고 하자. 이 
때 안같기식 

/⑶ >0(/ ⑴ <0) 

의 풀이모임을 구하기 위하여 

① 방정 식 /(功 = 0의 풀이 를 수축에 표시한다. 

② 가장 오른쪽에 놓인 점의 오른쪽에서 점을 향해 
그라프를 그려나간다. 

이 때 가장 높은 차수의 곁수가 정 수이면 x 축의 웃쪽 
에서 , 부수이 면 x 죽의 아래 쪽에 서 시 작한다. 그리 고 지 수 
가 홀수인 인수에 해 당한 점 을 지 날 때 에 는 JC 축을 넘 어 서 
게 그리고 지수가 짝수인 인수에 해당한 점을 지날 때에 
는 JC 축을 넘 어서지 않게 그린다. 
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③ 기=/(功의 그라프가 X 축의 웃쪽(아래쪽) 에 놓이 
는 JC 의 값구간을 구하면 이것이 풀이 모임이다. 

◦ 구간에서 함수의 부호를 따지며 풀이모임을 구하는 방법 

례 를 들어 2 (x + l)(jr - l)(jf - 4) > 0 

f(x)= 2 (x+l)(x-l)(x- 4 ) 

로 놓고 /(功=0의 풀이 一 1，1, 4를 경계 로 하는 구간 
(― o。, 一 丄)， (一 丄，1)，(丄, 4), (4, +oo) 

에서의 인수들과 /(功값의 부호를 보면 표와 같다. 


、、、인수 
구간^ \ 

2 

X + 1 

x-1 

x-4 

m 

비교 

(-°°, -1) 

+ 



- 


X 

( — 1， 1) 

+ 

1 


- 

1 

O 

(1， 4) 

+ 

+ 

1 

- 

- 

X 

(4， +oo) 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

O 


따라서 주어 진 안같기식 의 풀이모임 은 
(一 1，1)，(4， + oo ) 

우의 표를 리용하여 함수 ： v =/ Oc ) 의 그라프를 대 강 
그리면 그림과 같다. 

그림 에서 기=/(功 의 그라프가 JC 축의 웃쪽에 놓이는 
(/(功>0인) jc 값구간은 (一1，1)，(4， +0 O ) 이 다. 
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4 . 분수방정식과 분수안같기식 


[분수방정식] 

분수식 이 들어있는 방정 식 을 분수방정식 이 라고 부론다. 

[ 례 ] 2Lz± = 2^i 
x-\ X 

분수방정식은 오른변이 o 이 되게 변형하고 통분하여 
4 - =o 모양으로 고친 다음 약분하지 않고 푼다. 이때 

D 


A 

B 


0 <=今 


fA =0 

{ b，o 


이 므로 A = 0, B 굳0에 맞는 변수값을 구한다. 

[례] 분수방정식 셰+3=:^—를 풀어라. 
x 2 -l 1 -^ 

풀이. 오른변을 왼변으로 옮기고 통분하면 

X—5+3(’ 一 1)+2(jc+1) „ 

--- =0 

X -1 

분자를 정돈하고 인수분해하면 
3( x - l )( x +2) Q 
x 2 -l 

이로부터 

丁3야 一 1)0+ 2) = 0 ① 

\x 2 -l ^0 © 

방정식 ①의 두 풀이 1, 一 2가운데서 1은 조건 
②에 맞지 않는다. 

풀이모임은 {一 2} 


[분수안같기 식] 

분수식 이 들어있는 안같기 식 을 분수안같기식이 라고 부른다. 


[례] 


2x 2 +5 x> 


?> x +2 


27 
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분수안같기식은 오른변이 0이 되 게 변형 하고 통분하 


여 


4^0( 또는 >， <，소)모양으로 고친 다음 푼다. 

D 


이때 


뉴0 하 


A >0 

B 〉0 


또는 微 0 


A 또는 표의 부호가 완전히 정해져 있으면 풀이과정 을 
간략할수 있다. 


[례] 안같기식 】그令<0의 왼변에 있는 분수식 의 뜻구 
x -2 

역 이 조건 JC 굳2에 맞아야 한다. 이 때 ( jc -2) 2 >0 
이 다. 

안같기식 의 두 변에 각각 여-2) 2 을 곱하면 
(3- x )( x -2)<0 

이것을 풀면 풀이모임을 얻는다. 즉 
(一 0 。, 2) U (3, + 公。) 


5. 무리방정식과 무리안같기식 


[무리방정식] 

무리 식 이 들어있는 방정 식 을 무리방정식이 라고 부른다. 
[례] yfx + l =5- x , \[2 x ~9=-3 
一 무리방정 식을 풀 때 에는 다음파 같이 한다. 

① 뿌리 기호를 없 앤 다음에 푼다. 

② 풀이 가 주어 진 방정 식 에 맞는가를 따져본다. 

• ᅪ-제곱이 들어있을 때 에는 끼여든 풀이 가 있는가 
2 n 

를 따져본다. 

• ᅩ제곱이 들어있을 때에는 주어진 방정식의 풀 
2^+1 

이로 된다. 
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[3(1 ] \jyi+x —\fx =1 을 줄어 라. 

풀이. 왼변의 둘째 마디를 오른변으로 옮기면 
^37 +x =1+V^ 

두 변을 각각 3제곱하면 

37+ jc — 1 + 3 \fx +jc 

+^fx -12=0 
( Vx -3)( 3 V ^ + 4) = 0 


ᄌ = 27, x=-64 

풀이 모임 {27, 프 64} 

[무리안같기식] 


무리 식 이 들어있는 안같기 식 을 무리안같기 식이 라고 부론다. 
무리안같기식을 정돈하면 


Va<b 또는 Va>b 

모양으로 고칠수 있다. 이때 다음과 같이 푼다. 

A>0 

VA B >0 

A<B 2 


[례] 


^ >B ^{a>°0 또■는 


A>B 2 

B>0 


안같기 식 、 l25-x 2 > jc +1 의 풀이 모임 은 
은 2개 의 련 립 안같기식 의 풀이모임 의 


25-x 2 >0 ② J^+1^0 

'ᄌ+1<0 [25- a ： 2 >(^+1) 2 


다음과 같 
합과 같다. 


① 을 풀면 풀이모임 은 

② 을 풀면 풀이모임 은 

주어 진 안같기식 의 
[ᅳ5，용 1 )U [ —1, 


[一5， 一1) 
[― 1， 3 ) 

풀이 모임 은 
3) = [ — 5， 3) 


137 



6. 지수방정식과 지수안같기식 , 로그방정식과 
로그안같기식 


[지수방정식] 

지 수식 이 들어있는 방정 식 을 지수방정식이 라고 부른다. 

[례] 2대 1 =8, 3 x + 1 + 3 x = l 

지수방정식 을 풀 때 에는 다음의 명제들을 리용한다. 
a.’ ul =a g ⑴ (a>0, a 굳 1) f(x)=g(x) 

a ■’⑴ = 公’⑴ ( 公 , 公 >0, a, b^\ 幻네 ) < 각 /( ᄌ)： =0 

[례] 방정식 广니을 풀어 라. 

풀이. 3니=3— 3 

ᄌ-1 = -3 

义 = 一 2 

... 풀이모임 { 一 2} 

[지수안같기 식] 

지수식 이 들어있는 안같기 식 을 지수안같기식이 라고 부론다. 
[례] 2 X >1, 5^>10\ x x >2 x 

지 수안같기식 을 풀 때 다음 명 제 들을 리용한다. 

幻씨 v ) < a gW , a > 1 f(x) < g(x) 

幻 ’ ■八시 < a g ⑶，0 < a < 1 => f(pc) > g(pc) 

G / u ) < 公/⑴ a , i 네 ，公 > a > 0 /( ᄌ ) > 0 

[례] 2 X <0.25 를 풀어 라. 

풀이 . 2 X <0.25-^2 x <^^>2 x <2 2 <^>x<-2 

4 

풀이모임 (一 00 , — 2) 

Ml 안같기식 3 과 1 -， <54를 풀어 라. 

풀이. 3화 1 - 3 X <54 베(3-1)<54하，<3 3 ◎ᄌ<3 
풀이모임 (一次)， 3) 



[로그방정식] 

로그기호안에 변수가 들어있는 방정식 즉 로그식이 
들어있는 방정식을 로그방정식 이라고 부론다. 

[례] log 2 ( jc -3) = 5, log3 ^ + log 3 ( A ：- l ) = l , lgx 2 +( lgx ) 2 =0 

로그방정식 을 풀 때 에는 셈식을 정돈하여 
log a A = log a B 또는 log a A = 公 
모양으로 고쳐서 풀이를 구한다. 

즉 로그의 정의 와 성 질을 써서 로그기 호가 들어있지 
않는 방정식으로 고쳐서 푼다. 이때 얻어진 풀이가운데서 
로그방정식에 갈아넣어 0 또는 부수의 로그가 나타나게 
되는것은 버려야 한다. 

[례] 로그방정 식 lg；c + lgO ：+3 )=l 을 풀어 라. 

풀이. lgx + lg (; c +3) = 1 
lg ' Cx、f 3) = lgl 0 
x ( x +3) = 10 

+ 3 x -10 = 0 
(x + 5 )(x -2) = 0 
x — _ 5 y jc — 2 

x >0 , 义+3〉0 이여야 하므로 义=-5 는 버려야 한다. 
따라서 x =2 
풀이모임 {2} 

[로그안같기식] 

로그기 호안에 변수가 들어있는 안같기식 즉 로그식 이 
들어있는 안같기식 을 로그안같기식이 라고 부른다. 

로그안같기식을 풀 때 에도 먼저 로그기 호가 들어있지 
않는 안같기식 으로 고친다. 

이때 다음의 성 질을 리용한다. 

\og a A<log a B oO<A<B (^>1) 

log a A < log a B <=> A > B >0(0< a < l ) 
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[례] 다음 안같기 식을 풀어 라. 

log 2 X + log 2 0 -1) < 1 


풀이. 로그의 의미로부터 
■x 〉 0, '-1〉0 

그러므로 JC >1 인 값들가운데서 풀이를 찾아야 한다. 
log 2 ' + log 2 0 -1) < 1 
log 2 x(x -1) < log 2 2 
. ’ . x(x -1) < 2 즉 
2 < 0 

이 안같기식 을 풀면 -\< x <2 
； c〉l 이므로 \< x <2 
풀이모임 (1,2) 

7. 삼각방정식 


[삼각방정식] 

삼각식 이 들어있는 방정 식 을 삼각방정식이라고 부른다. 
[ HI ] sinx -1 = 0, cosx-m 

가장 간단한 삼각방정식은 다음과 같다. 

sin x = m , cos x = m , tanx = m , cotx = m 


- 주어진 구역에서의 풀이 


[레 ] yfl sinx + 1 = 0(0 < ' < In ') 를 
를이. V 2 ~sinx = -1 


sinx =- 



V2 

2 




풀어 라. 
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[ 례 ] 2sin^ + yJ + l = 0 (0 < x < In') 

/ 、 

n 


풀이 . 2sin^x + yJ + l = 0 
'~2 


sin x-v^r 


_ 刀 ■ / y 

x +T =- 心 x=-n 
그런 데 0<;c<2;r 이 므로 

丁 C z .71^1 
-<X + — <-7T 



一； T, —71) 
6 2 


[ 례 ] 2cos2x:+l=0 (0<i<2;r) 를 풀어 라 . 
플이 . 2cos2x+l = 0 


cos 2 x = 


2 



2 ᄌ = X, 0<X<7T 라면 
y_2 4 

x = y ^ 

그런 데 0 브쓰 2 포이 므로 
0<2 x < A 7 r 

... 2 x =^-7 T 이 므로 x = 두 
3 3 

2 ᄌ = |;r + 2 刀 ■ = |;r 이 므느로 x-^n 

2 义 = 추穴■이므로 x-^n 
3 3 

2x = ^-7T + 27T = ^-7r °1 — 5 . X = ^-7T 


7 T 2 4 5 | 

7, 가，가 , 귀 
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[려 1] tan2x = V3~ {-7r<x<7r) -§■ 풀어 라. 

플이. tan 2x = y [3 

2 ;c = X 로 놓으면 
tan X = V3 


-7T<X<7T 이 라면 

' 打， 4 

X = T ， 가 n 

-n<Y^<n , X = 2 ᄌ 이 므로 

-2 穴 ■ < X < 2 穴 ■ 

... 2 네穴■이므로 x =^ - 


■ 


2x = — -一 27T = -^-7T °1 므로 X = ~^r7T 
3 3 6 

2义=|斤이 므로 x= ^ 7r 

2 x =^- 7 r - 27 r = -^- 7 r 이 므로 x = -^~ 


穴 ■ 穴 ■ 2 


[3)1] 2 cos 2 x = 1 +cosx (0< x <2^-)-§ - 풀어 라. 
풀 0 [ . 2 cos 2 x = 1 +cosx 

1 

... 2cos 2 x-cosx-1 = 0 

... (2cosx + l)(cosx-1) = 0 / ! 

. 1 , ( 1 ； 

. . cosx = -—, cosx = l ' 환 ^ 

|o, T 모， 2 4 



무한구간에서의 풀이 

o sinx = m (|m|<l) 의 풀이 

x = (-l) n SLYCsinm+k7r, ke.Z 
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x=^+k7r (A:eZ) 

삼각방정식을 풀 때에는 그것을 먼저 간단한 모양의 
삼각방정식으로 고쳐서 푼다. 

[례 ] 2 sin 2 x -3 cos ᄌ = 0 
풀이. 왼변을 변형하면 

2(1- cos 2 ')-3 cos ' = 0 

2 cos 2 义+3 cos ' - 2 = 0 
cosx 디로 놓으면 
2 t 2 +3 t -2 = 0 
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(2 卜 1)( 호 + 2) = 0 


cos: 예 cosx = -2 (버 림 ) 

x = ±arccos— + 2k7i = ±^+2k7r (keZ) 

[ 례 ] 다음것 을 증명하여 라 . 

sinx = siny <^> x = {-\) k y + k7r, k gZ 

플 0 [. sinx = sin3 ； <^>sinx-sin^ = 0 

i x-\-y . x-y A 
<= 今 2cos —十느 sm —〒느 = 0 
2 2 

하 cos 즈 = 少 =0 또는 
2 

• x ~y ^ x+ y , 代 

sin - = 0<^> ’ =±—-\-2k7r 

2 2 2 

또는 즈공 =kn (k^Z) 

[ 려 1] silLX = COSX 를 풀어 라 . 

플 이. sinx = 

례 2에 의하여 

^--x = (-\) k x+k7r (keZ) 

(~\) k X + X = ^--k7T 

소 가 홀수이 면 왼변이 0이 므로 k = 2n 인 경 우만 
보 자 . 

2x = ^-+2n/r 
2 

x=-^-+n7T , neZ 
4 
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[HI] log^-(sinx+cosx) = l 풀어라 . 
풀이 . sinx + cosx = V2~ 

yfl Sinfx + 히 = yfl 

sin ( x + f ) = 1 

71 , ..I, 71 . 

X H — (_1) 卜 灰 7T 

4 2 

义 =_ 중 +(_1 )、증 -\-kn (keZ) 

[ 려 1] arcsin 네를 풀어 라 . 

플 0 [ . x = sin(arcsinx) = siny = 

[ 례 ] 4arctan(x 2 -3A:+2)-;r=0 을 풀어 라 . 
풀이 . 4 arctan(x 2 - ?>x-\-2) = 7r 


2 刀 " 

arctan(x - 3 x + 2) = — 

x 2 - 3^ + 2 = 1 
(; c - l ) O -2) = 0 
x = \^ jc — 2 

[ HI ] n -arcsinx = arccosx 를 풀어 라. 


플이. sin (刀 ■ - arcsinx ) = sin ( arccosx ) 
sin ( arcsinx )= sin ( arccosx ) 

X = 、 ll-X 2 


2 x z 


x = ± 




이것은 주어 진 방정 식 에 맞지 않으므로 풀이는 
없다. 
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[련립 

[례] 


[례] 


삼각방정식] 

[tanx-tan)，= 2 
[ x-\-y = 7 r 

둘째 방정 식에서 y = 7 r-x -§• 얻고 이것을 첫째 

방정식에 갈아넣으면 

tan x - tan(^ - x ) = 2 

2 tan x = 2 
tan ᄌ = 1 


x-^-vkn (keZ) 
y = 7r-(^-\-k7r\=^—k7r (keZ) 


... 풀이는 |[증+뇨, ^ n-kny keZj 

[sinx+sinj^ = 1 
[ x+y = 7 r 

첫째 방정 식 을 변형하면 

0 . x+y x-y . 

2sm 一 e-cos- - 1 


2 


2 


2sinyC0S- 


cos 


x-y 1 
一 = 2 


x-y ,n , ᄀ 7 
누 = ± t + 2Att 

x-y = ±^7T + 4k7T 
2 

2x = 7T±—7T -\-4k7T 


n , n 시 
X — — 士 - h 2 次 TT 

2 3 
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2)，= 穴■平 i 穴■一 4 A:;r 

刀■■「刀 * 07 

V = ——I- 2K7T 

2 3 

••- 풀이는 {(f±f+ 2 ^ f+f-2^j, A:ez| 

[삼각안같기식] 

삼각기 호안에 변수가 들어있는 안같기식 을 삼각안같기식 
이 라고 부른다 . 

[ 례 ] sinx+2>l, cos(arcsinx)>-^- 

— sinx〉m 의풀이 

① m<-l 이 면 풀이 는 -oo <x< +oo 

② -1<w<1 이면 풀이는 

arcsin m + Ikn <x<(jt - arcsin in) + 2kn, k eZ 

③ m 느 -1 이면 풀이는 없다 . 

[ 례 ] sinx># 의 풀이 

[0, 2;r] 에 서 안같기 식 의 풀이 는 
n 3 

-< < — TC 

4 4 

(-oo, +oo) 에서 안같기식의 풀이는 

' 七 Ikn<x<\nVlkn (keZ) 

4 4 v 7 

— cos'〉m 의풀이 

① m<—1 이면 줄이는 -00< 义 <+00 

② -1 드 m<l 이면 풀이는 

- arccosm + 2k7r<x< arccos m + 2k7i, keZ 

③ m>-l 이면 풀이는 없다 . 
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[려 1] cosx 〉^ •의 풀이 


Hr , 지 에 서 안같기식 의 풀이 는 

(- 00 , + 00 ) 에 서 안같기 식 의 풀이 는 

- — + 2k7r<x<—-\-2k7r 
3 3 

— tanx>m 의 풀이 

夕 r 

arctan m J rkn<x<—-\- k7r, A : eZ 
[례 ] taiLx 〉3 의 풀이 

ᅩ - f , | ᅲ에서 안갈•기식의 풀이는 f <x< f 
(-00, + oo ) 에 서 안같기 식 의 풀이 는 


~-\-k7r<x<^-+k7r (keZ) 

[3)[] siiLx 〉 cos 2 ): 를 풀어 라. 

플이. sinx - cos 2 x >0 


sinx -( l - sin 2 x )>0 
siiLx = 호 로 놓으면 


t + 广 一 1〉0 


tG 


-oo. 


-1- V 5 -1- V 5 


+oo 


한편 仏 [-1,1] 이므로 tG 





J 


이로부터 S i nx> zl+A 



이것을 풀면 

arcsi n^ 둥 +1 +2 Att <x< -arcsi n 巧 +1 + (2k+X)7i (keZ) 

[레 ] sin 义〉 sin3' 의 풀 이 
sinx-sin3x>0 
-2cos2xsinx > 0 
cos2xsinx<0 

... ① jcos2,>0 또는 ② jcos2,<0 
[sinx<0 [sinx>0 

[-7T, 7T] 에 서 

①의 풀이 는 (+，+)，°) 

逐)외 #^1 1 너 

(-00, + oo ) 에 서 주어 진 안같기 식 의 풀이 는 

(:-■응:； r+2A: 刀' -^7r+2k7r\}^-^~+2k7r, 穴규니 

[j(~+2k7r, ^7r-\-2k7r\ (ksZ) 
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제 5 장. 평면도형 

1.도령 

도형들은 면，선，점으로 이루어져있다. 

면에는 평면과 곡면(굽은면)이 있고 선에는 직선과 곡 
선(굽은선)이 있다. 

[도령] 

한 평면에 다 놓을수 있는 도형을 평면도형， 한 평면에 
다 놓을수 없는 도형을 공간도령이 라고 부론다. 

[다문선] 

끝점이 없는 선을 다문선， 끝점이 있는 선을 벌어진선 
이 라고 부른다. 

[직선] 

직선은 량쪽으로 곧추 뻗어 있는 선이 다. 

두 점을 지나는 직선은 꼭 하나 있다. 이때 두 점은 
한 직선을 결정한다고 말한다. 두 점 A ， 묘를 지나는 직선 
을〈〈 직 선 AB ) 로 표시 한다. 

직 선을 한 글자로 표시할 때 도 있다. 


〈〈 직 선 AB » 〈〈 직 선 I » 

[반평면] 

직선 씬은 평면을 두 부분으로 나누며 이때 그 직선과 
한쪽부분을 반평면이 라고 부른다 

한 반평면의 두 점은 직선 ^과 사귀지 않는 선으로 
맺을수 있다. 그러나 서로 다른 두 반평면에 놓인 두 점을 
맺는 선은 반드시 직선 씬과 사권다. 
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직선 씬의 한 점 A 는 직선을 두 부분으로 나눈다. 



[반직선] 

한 점 A 에 의하여 두 부분으로 나누이 는 직 선의 매 개 
부분을 반직선이 라고 부르고 점 A 를 반직 선의 끝점 이 라고 
부른다. 반직 선은 그림 과 같이 표시한다. 

여기서 B 는 반직선에 있는 다른 한 점이다. 


A B 
끝점 

《 반직선 AB » 


I 

《반직선 £> 


[선분] 

두 끝점을 가진 직선의 토막을 선분이 라고 부론다. 
《선분 AB ) 라고 하면 그 길이를 말할 때도 있다. 


A _ B 

《선분 AB > 
또는〈〈 선분 BA》 



《선분 a 》 


[세 점을 각각 맺는 선분들사이의 관계] 

• A 가 BC 에 놓이 지 않으면 

AB + AOBC 

• A 가 BC 에 놓이면 D y ， 


AB + AC=BC 
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[절선] 

그림과 같이 한 선분 AE 에 차례 로 점 B , C , D 를 찍 
고 그 점들에서 꺾으면 선분토막들이 이어진 도형 이 얻 어 
진다. 이 런 도형을 절선이 라고 부론다. 이때 A , B , C , D , 
표를 절선의 점이 라고 부론다. 



벌린절선 다문절선 


특히 끝점이 없는 절선을 다문절 선이라고 부른다. 

[두 점사이의 거리] 

두 점을 맺는 선분은 그 두 점을 맺는 선들가운데서 
길이가 가장 짧다. 두 점 A , B 를 맺는 선분의 길이를 두 
점 A , B 사이의 거리라고 부르고 d ( A , 리로 표시 한다. 



선분을 둘로 꼭같게 나누는 점을 선분의 가운데 점이라 
고 부른 다. 


[각] 


한 점 O 에서 나간 두 반직선 OA , OB 와 그 사이에 
끼인 평 면의 부분을 각이라고 부론다. 《 스 AOB 》 라고 하 
면 그 각의 크기를 말할 때도 있다. 



정점 


•B 


《각 AOB ) 
( ZAOB ) 
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상 식 / - 

초등기하의 S 공리계를 내■은 뛰여난 
수학자 힐베르트 (1862-1 943, 도이■란드) 

그는 23살에 수학박사가 되였다. 그는 1898-1902 년에 초등기하 
의 공러계 를 내 놓았다. 힐 베 르트는 20세 기 에 해 결 하여 야 할 23개 문 
계(힐 베 르트의 23개 문제 라고 불리 우고있 다. ) 를 제 기하여 유명 하여 
졌다. 그는 적분방정식론，힐베르트공간론, 포텐샬론 등 넓은 령역에 
서 커 다란 공적을 남기였다. 

힐베르트는 기억력은 좋지 않았지만 수학에는 해결하지 못할 
문제가 없다는 신념을 가지고있었다고 한다. 

힐베 르트의 역 할로 1910년대 , 1920년대 도이월 란드의 괴 링 겐대 
학은 수학중심지의 하나로 되고있었다. 그런메 1933년에 히틀러가 
집권하자 형편은 달라졌다. 이 대학의 이름있는 수학자들은 거의 다 
외국망명을 떠났고 힐베르트 혼자 남아 생의 마지막 10년을 대학과 
동떨어져 살았다고 한다. , 


여러가지 각들의 이를 



뾰족각 

(직각보다 작은 각) 


A 

□ _ B 

O 


직각 



O 


무딘각 

(직각보다 크고 
평각보다 작은 각) 


-균 

평각 



A 


A 


O 


B 


오목각 

(평각보다 크고 한 
바퀴각보다 작은 각) 


한바퀴 각 
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각의 단우 I 


1°(1도) = 한바퀴각의 — 

36 

평각=180ᄋ 직각=90ᄋ 


한바퀴 각= 360ᄋ 


1，(1분) = 1°의옮 1"(1초) = 1'의옮 


1° = 60' V = 60" 

각의 2등분선 

ZAOB 를 둘로 꼭같게 나누는 
한 직선 OC 를 그 각의 2등분선이 라고 
부른 다¬ 
각의 2등분선 긋기 


A 



O 름파스로 OA = OB 되게 점 A , 묘를 찍는다. 
o A 를 중심으로 AB 의 절반보다 큰 반경으로 원둘레 
를 그리고 B 를 중심으로 그와 반경 이 꼭같은 원둘레를 그 
려 서 사귐점 C 를 찾는다. 

° O 와 C 를 맺는 직선을 긋는다. 




[보램각] 

두 각의 합이 평 각이면 그 두 각을 서 로 보램각이 라고 
부른다. 즉 Za + Zb =180° 일 때 Afl 와 ZZ ? 를 서로 보 
램각이 라고 부론다. 

Zfl 의 한 변과 의 한 변이 겹칠 때 그 두 각을 
결보램각이 라고 부른다. 



보탬 각 


결 보탬 각 
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[맞문각] 

두 직선이 사귀여 생긴 각들가운 
데서 서로 마주하고있는 각을 맞문각 
이 라고 부른다. 

맞문각은 서 로 같다. 

[두 직선이 셋째 직선과 사귀여 생기는 각들] 

두 직선이 셋째 직선과 사귈 때 8개 
의 각이 생긴다. 이때 

과 Z 5, Z 2 와 Z 6, 

Z 3 과 Z 7, Z 4 와 Z 8 
을 같은자리각이라고 부르며 Z 3 과 Z 6, Z 4 와 Z 5 를 엇각 
이라고 부른다. 그리고 Z 3 과 Z 5, Z 4 와 Z 6 을 한쪽아낙 
각이라고 부른다. 

2. 평행직선 

[평행] 

평면에서 두 직선이 사귀지 않을 i -;~;-^ 

때 그 두 직선은 서 로 평행이라고 말 i ； ； 5l 

한다. 직선 교 과 W 이 평행 이 라는것 m -- 

을 시 /w 과 같이 표시한다. 두 평행 씬 // w 

직선 씬과 w 사이의 거리를 d U , w ) 로 표시 한다. 

직선밖의 한 점을 지나며 그 직선에 평행 인 직선은 하 
나만 그을수 있다. 

一 평행직선의 성질 
두 직선이 평행 이 면 
O 같은자리각이 같다. 

ᄋ 엇각이 같다. 
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- 평행직선이 될 조건 

ᄋ 같은자리각이 같을 때 
ᄋ 엇각이 같을 때 


- '■ 상 식 j - 

비 유클리 드기 하학을 발견 한 
로바잼스끼 (1792-1856, 로씨야) 

로바행스끼 는 8살 때 학교에 최 고성 적 으로 입 학하였 다. 
중학교를 졸업할 때 도이월 란드어 를 로어 처 럼 자유롭게 하였 
다고 한다. 그는 대 학기 간에 여 러마디식 의 나누기 와 방정 식 의 
풀이법 에 관한 가치있 는 론문을 썼다. 

그는 비유콜리 드기 하학을 발견한 죄 아닌《죄》로 대 학총 
장직위에서 쫓겨났는데 그를 미친 사람이라고 조소까지 하는 
사람들도 있었다. 그러 나 그는 죽을 때 까지 굴하지 않고 자기 
의 기하학연구를 계속하였다. 

그가 사망한지 12년후에 야 그의 공적 이 평가되였다. 

1892년에 그의 생일 100돐을 성대히 기념하였고 1896년 
에 까잔에는 그의 기념비를 세웠으며 1947년에는 로바 스끼 
이름이 붙은 국제상이 제정되 였다. 

___ F 


3. 3각형 


[3 각형] 

정점, 변，각이 각각 3개인 다각형 
을 3각령 이 라고 부론다. 

3각형 의 세 아낙각의 합은 180ᄋ 이다. 

ZA + ZB+ZC = 180° 


A 


c 
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세 개의 각 A , B , C 와 세 개의 변 AB , BC , CA 를 3각형 
의 요소라고 부론다. 

[3 각형의 가운데선, 높이, 중간선] 

3각형의 한 정점과 그 맞은변의 가운데점을 맺는 선 
분을 3각형의 가운데선 이 라고 부론다. 



3각형의 한 정점에서 맞은변 또는 A 

그 연장선에 그은 수직선분을 3각형의 A 

높이라고 부른다. / \ 

3 각형 의 두 변의 가운데 점 을 맺 는 ᄉ / 중간선 V 

선 분을 3각형 의 중간선 이라고 부른다. -느 C 

[각에 의한 3각형의 구분】 

3각형에서 세 각이 다 뾰족각이면 뾰족3각형， 한 각이 무딘 
각이면 무던3각형, 한 각이 직각이면 직3각형이 라고 부론다. 



뾰족3각형 직3각형 무딘 3 각형 


[3 각형에서 변들사이의 관계] 

o 3각형에서 한 변은 다른 두 변의 합보다 작다. 
ᅀ ABC 에서 

AB < BC+CA 
BC < AB+AC 
ACXAB + BC 
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o 3 각형에서 한 변은 다른 두 변의 차보다 크다. 
ᅀ ABC 에서 

AB 〉 BC — AC 
BOAB-AC 
AOAB-BC 
[변에 의한 3각형의 구분】 



세 변이 같지 
않은 3각형 


정각 



두 변이 같은 3각형 세 변이 같은 3각형 

(2 등변3각형) (바론3각형) 


[3 각형의 결정조건] 

o 세 변 (두 변의 합은 다른 변보다 크다. ) 

O 두 변과 그사이 에 끼 인 각 

o 한 변과 그 변에 붙은 두 각(두 각의 합은 180ᄋ 
보다 작다.) 

[3 각형의 바깥각] 

AABC 에서 변 BC 를 연장하였 
을 때 생기는 각 ZACD 를 아낙각 
ZC 의 바 깔각이라고 부론다. 

변 AC 를 연장하였을 때 생기 
는 각 ZBCE 도 아낙각 ZC 의 바 
깥각이 다. 

3각형의 한 바깥각은 그 곁에 있지 않는 두 아낙각의 
합과 같다. 

[직 3각형] 

직3각형 에 서 직 각을 끼 고있는 두 변을 각각 직각변이 
라고 부르며 직각의 맞은변을 빗변이 라고 부른다. 

두 직각변이 갈은 직3각형을 직2등변3각령 이라고 부른다. 
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[2 등변 3 각령의 성질] 

o 2등변3각형의 두 밑각은 같다. 
o 2등변3각형 에 서 정 각의 2등분선은 밑 변의 수직2등 
분선 이 다. 

° 2등변3각형 은 정 각의 2등분선(높이，가운데 선) 에 

관한 축대 칭 도형 이 다. 

[2 등변3각령이 될 조건] 

두 각이 같은 3각형은 2등변3각형 이다. 

바른3각형의 성질 

o 바른3각형 의 세 각은 다 갈으며 60ᄋ 이다. 

AABC 에서 AB = BC=CA 이면 

ZA = ZB=ZC 

◦ 세 각이 다같은 3각형은 바 
른3각형 이 다 . (거 끌정 리 ) 

AABC 에서 ZA = ZB=ZC 이면 
AB = BC=CA 
[3 각령의 중간선의 성질] 
o 3각형의 중간선은 밑변에 평행 
이며 그의 절반과 같다. 

AABC 에 서 AB , AC 의 가운데점 
을 맺은 중간선을 EF 라고 하면 

BC // EF , EF=|-BC 

o AABC 의 변 AB 의 가운데점 E 를 지나며 BC 에 평 
행인 직선이 AC 와 사귀는 점을 F 라고 하면 점 표는 AC 의 

가운데점 이고 EF=|-BC 




ᅀ ABC 에서 AE = EB , EF//BC 이면 
AF = FC , EF = i-BC 
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[3 각형의 가운데선의 성질] 


AABC 에서 AD 를 3각형의 가운데선이 라고 하면 
AB 2 + AC 2 = 2 ( AD 2 + BD 2 ) 


[3 각형의 합동조건] 

두 3각형에서 

① 대응하는 세쌍의 
변들이 각각 같을 때 (세 변 
조건) 

② 대응하는 두 변들과 
그사이의 각들이 각각 같을 
때 (변각변조건) 

③ 한쌍의 변들과 그 변 
들에 붙은 두 각들이 각각 
을 때 (각변각조건) 

두 3각형 은 합동이다. 

[직3각형의 합동조건] 



(세변조건) 



(변각변조건) 



두 직3각형에서 

◦ 두쌍의 직각변이 각각 같을 때 

ᄋ 대 응하는 한쌍의 변과 한쌍의 뾰족각이 각각 같을 때 

◦ 빗변들과 대응하는 한쌍의 직각변이 각각 같을 때 
두 직3각형 은 합동이다. 


4. 4각형 


[4 각형] 

4개의 변을 가전 다각형 을 4각형이 라고 부론다. 

4각형 에는 4개 의 변과 4개 의 각이 있다. 4각형 에 서 
공통점들을 가지지 않는 변들을 맞은 변이라고 부론다. 
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4 각형 ABCD 에서 AB 와 CD , BC 와 AD 는 맞은변들이 다. 
4각형 에 서 대 각선은 2개 이 다. (AC 와 BD ) 

4각형의 네 아낙각의 합은 360° 이 다. 

즉 4각형 ABCD 에서 

ZA + ZB + ZC+ZD = 360° 


4각형의 바깥각의 합은 360° 이다. 

[4 각령의 결정조건] 

O 네 변과 한 대각선이 주어지 
면 4각형은 결정된다. 

O 네 변과 한 아낙각이 주어지 
면 4각형은 결정된다. 

[제령] 

한쌍의 맞은변이 평행인 4각형 
을 제령이라고 부론다. 제형 에서 평 
행인 두 변을 일변， 다른 두 변을 
옆변이라고 부르며 두 밑변사이에 
끼인 수직선분을 제형의 높이라고 부른다. 제형 에서 두 옆 
변의 가운데점을 맺는 선분을 제형의 중간선이 라고 부른다. 

o 제형 에서 한 옆변에 붙은 두 각은 서 로 보탬각이다. 
제형 ABCD ( AD // BC ) 에서 

ZA + ZB =180° ， ZC + ZD =180° 

° 제형의 중간선은 밑변들에 평행이며 그 두 밑변의 
합의 절반과 같다. 

제 형 ABCD ( AD // BC ) 에 서 AE = EB , DF = FC 이 면 




EF // BC , EF = (AD + BC ) 

[바른제령] 

두 옆변이 평행이 아니면서 A J -^ 

서로 같은 제형을 바른제령이 라고 f \ 

부론다. 요 L - 
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O 등각제형에서 한 밑변에 붙은 두 각은 같다. 

제형 ABCD(AD//BC) 에서 AB=DC 이면 

ZA = ZD , ZB= ZC 

o 제형에서 한 밑변에 붙어있는 두 각이 갈으면 그 
제형은 등각제형이다. 

제형 ABCD(AD//BC) 에서 ZA=ZD( 또는 ZB = ZC ) 

이면 AB=DC 

[평행 4 변형 ] 

두쌍의 맞은변이 서로 평행인 4 각형을 평행 4 변형이라 
고 부론다. 평 행 4 변형 은 옆 변 이 서 로 평 행 인 제 형 이 다. 

평행 4 변형에서 평행인 두 변 또는 밑변 

그 연장선사이 에 끼인 수직 선분을 평 행 
4 변형의 높이라고 부른다. 이때 높이에 
대하여 평행 인 두 변을 일변이라고 부 
른다. 

평행 4 변형 ABCD 를 OABCD 와 같이 표시 하기도 한다. 

[평행 4 변형의 성질 ] 

o 평행4변형에서 두쌍의 맞은변은 각각 서로 같다. 

4 각형 ABCD 에서 
AB//DC, AD//BC 이면 
AB = DC, AD = BC 

o 평 행4변형 에 서 두쌍의 맞은각은 각각 서 로 같다. 

4 각형 ABCD 에서 AB//DC, AD//BC 이면 
ZA = ZC , ZB=ZD 

o 평 행4변형 에 서 두 대 각선은 
사귐점에서 서로 2등분한다. 

4 각형 ABCD 에서 AB//DC, 

AD//BC, AC 와 BD 의 사귐 점 B 
을 O 라고 하면 

AO = OC, BO = OD 




밑변 
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[ 평행 4 변형이 될 조건 ] 

o 두쌍의 맞은변 이 각각 서 로 같은 4각형 은 평 행4변 
형 이 다. 

4각형 ABCD 에서 AB = DC, AD = BC 이면 
AB//DC, AD//BC 

o 한쌍의 맞은변이 서 로 평행 이고 같은 4각형은 평 
행 4변형 이 다. 

4각형 ABCD 에서 AD 全 BC 이면 
AB//DC, AD//BC 

o 두 대 각선이 사귐점 에서 서 로 2등분되 는 4각형 은 
평 행 4변형 이 다. 

4각형 ABCD 에서 AO=OC, B0 = 0D(0 는 두 대각선 
의 사귐점)이 면 

AB//DC, AD//BC 

[직 4 각형 ] 

네 각이 다 직 각인 4각형 을 직 4 각형이 라고 부른다. 

[직 4 각령의 성질 ] 

직4각형 의 두 대 각선은 같다. A 

스 7ABCD 에서 ZA=90 o 이면 

AC=BC B 

[직 4 각형이 될 조건 ] 

두 대 각선 이 같은 평 행4변형 은 직4각형 이 다. 

Z7ABCD 에서 AC = BD 이면 ZA=90° 

[등변 4 각형 ] 

네 변이 다 같은 4각형 을 등변 4 각형이 라고 부론다. 

[등변 4 각형의 성질 ] 

o 등변4각형 의 두 대 각선은 서 로 수직2등분한다. 

厂 7ABCD 에서 AB=AD 이면 

AC 丄 BD, AO = OC, BO = OD (여기서 O 는 대각선의 
사귐 점 ) 
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o 등변 4 각형의 대각선은 아낙각 
을 2등분한다. 

스 7 ABCD 에서 AB = AD 이면 

ZBAC = ZDAC , ZABD = ZCBD , c 
ZADB = ZCDB , ZBCA=ZDCA 
[등변 4 각형이 될 조건] 

두 대 각선 이 서 로 수직 인 평 행 4변형 은 등변4각형 이 다. 

厂 / ABCD 에서 AC 丄 BD 이면 AB=AD 

[바른4각형] 

네 변이 다 같고 네 아낙각이 
다 같은 4각형 을 바른4각형 이라고 
부른다. 바른4각형은 등변4각형이 
면서 직4각형 이 다. 

[바른4각형의 성질] 

바른4각형 은 직4각형 과 등변4각형 이 가지는 성 질을 
다 가진다. 

° 바른4각형의 두 대각선은 서로 같다. 

° 바른4각형 의 두 대 각선은 서 로 수직2등분한다. 

◦ 바른4각형의 대각선은 아낙각을 2등분한다. 

[바른4각형이 될 조건] 

두 대각선이 같고 서로 수직2등분하는 4각형은 바른4 
각형 이 다. 

5. 원 

[원둘레와 원] 

평면에서 한 점으로부터 정해진 거리에 
있는 점들의 모임을 원둘레라고 부론다. 

원둘레와 그로 둘러막힌 평면의 부분을 
원이 라고 부른다. 
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여 기 서 주어 진 한 점 을 원(원 둘레 ) 의 중심，중심파 원 
둘레의 한 점을 맺는 선분 또는 그 길이를 원(원둘레)의 
반경이 라고 부론다. 

중심 이 O , 반경 이 r 인 원 또는 원둘레 를 0( r ) 와 같 
이 표시한다. 

원에서는 임의의 두 점을 맺는 선분이 원안에 있다. 

두 점을 맺는 선분이 그 도형에 들어있을 때 이런도 
형 을 볼록도령， 그렇 지 않는 도형 을 오목도령 이라고 부론다. 

[활등과 활줄] 

두 끝점 이 있는 원둘레 의 한 부분을 활등이라고 부르고 
요토와 같이 표시한다. 

활등의 두 끝점을 맺는 선분을 그 활등에 대한 활줄이 
라고 부른 다. 

원의 직경은 중심을 지나는 활줄이다. 

직경은 반경의 2배이다. 

[반원] 

직경 에 의하여 나누이는 원의 부분을 반원， 원둘레의 
부분을 반원 둘레라고 부론다. 

반원둘레 보다 큰 활등은 흔히 세 글자로 표시한다. 

ABC 훨、등_ 

원의 두 끝점을 맺는 선분들가운데서 ᄂ 

중심 O 를 지나며 두 끝점 이 원둘레 에 있는 A 
선분 AB 가 가장 길다. 이것을 원의 
직경 이라고 부론다. 

[중심각과 부재형] 

한 원에 서 두 반경 이 만드는 각을_중심각이라고 부론다. 

중심각 ZAOB 에 있는 활등 표&를 중심각 ZAOB 에 
대 한 활등, 중심 각 ZAOB 를 활등 표色에 대 한 중심 각이라 
고 부론다. 
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원과 중심각과의 사귐 (공통부분)을 부재 형이라고 부론다. 

반원둘레의 한 점 M 을 직경 AB 의 두 끝점과 맺었을 
때 생기는 각을 직경에 대한 원둘레 각이라고 부른다. 

직경에 대한 원둘레각은 직각이다. 

[원과 회전ᄂ원의 jH 칭] 

두 활등 AB , 에 대 한 중심각을 ZAOB , ZCOD 라 
고 할 때 

Z AOB =ZCODOAB = CD 

[■등과 중심각사이의 관계] 

한 원에서 중심각의 크기는 그에 대한 활등의 길이에 
비 한다. 

o 한 원에서 중심각이 서로 갈으면 그에 대한 활줄도 
서로 같고 또 활줄이 서로 갈으면 그에 대한 중심각도 서 
로 같다. 

o 한 원에서 활줄이 서로 갈으면 중심으로부터 그 활 
줄까지의 거리도 서로 같다. 

ᄋ 직경에 수직인 활줄은 그 직경에 의하여 2등분된다. 

활줄에 수직인 직경은 그 활줄과 그에 대한 활등을 2 
등분한다. 

한 활줄에 의하여 원은 두 부분으로 나누이 는데 매 개 
부분을 ■형이 라고 부론다. 

[원둘레와 직선의 자리관계] 

° 원둘레와 직선이 두 점을 공통 
으로 가지는 경우 

이때 직선과 원둘레는 사권다고 말 
하며 이 직선을 원둘레의 가를 선이라고 부른다. 
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A 、 - ，B 

사권다 


- 가름선 



◦ 원둘레와 직선이 한 점만을 

공통으로 가지는 경우 접점.、 

이때 이 직선은 원둘레에 접한다 _ 

고 말하며 이 직선을 원의 접선, 공통 ᅭ 

으로 가지는 점을 접점이 라고 부른 다. 

O 원둘레와 직선이 공통점을 가지지 않 
는 경우 

이때 직선과 원둘레는 떨어져있다고 말 
한다. 떨어져있다 

※ 원둘레의 반경을 r , 중심 O 에서 직선까지의 거리를 라고 하면 
떨어져있는 경우 r<d 
접 하는 경우 r=d 
사귀는 경우 r>d 

각의 두 변에 한 원이 접할 때 

각의 정 점 에 서 접 점 까지 의 거 리 는 같 다 . 

정점과 원의 중심을 맺는 직선은 이 각을 2등분한다. 

※ 두 원둘레의 사귐점에서 매 원에 접선을 그었을 때 그 두 
접선사이의 각을 그 사귐 점 에서 두 원둘레사이의 각이 라고 부론다. 

[두 원둘레의 자리관계] 

◦ 두 원둘레가 공통점을 가지지 않으면서 서로 다른 
것의 밖에 있는 경우 

이때 두 원둘레는 떨어져있다고 말한다. 

° 두 원둘레가 하나의 공통점을 가지며 서로 다른것 
의 밖에 있는 경우 

이때 두 원둘레는 외접한다고 말하며 그 공통점을 접점 
이 라고 부른다. 

◦ 두 원둘레가 2개의 공통점을 가지는 경우 

이때 두 원둘레는 사권다고 말한다. 




접 한다 
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O 두 원둘레가 하나의 공통점을 가지며 한 원이 다른 
원 아낙에 놓이는 경우 

이때 두 원둘레는 내접한다고 말하며 그 공통점을 접점 
이 라고 부른다. 

O 두 원둘레가 공통점을 가지지 않으면서 한 원이 다 
른 원 아낙에 있는 경우 

이때 한 원이 다른 원에 들어있다고 말한다. 



떨어져있다 외접한다 사권다 내접한다 들어있다 


• 두 원둘레 0， Oi 가 사귀 면 두 사귐점 은 중심 선 
OOi 에 관하여 대칭이다. 

• 두 원둘레 0， Oi 가 서로 접하면 접점은 중심선에 


놓인다. 

[두 원의 공통접선] 

한 직선이 두 원에 동시 
에 접할 때 이 직선을 두 원 
의 공톰접선이 라고 부른다. 

두 원이 공통접선의 한쪽 
에만 놓일 때 이 공통접선을 
공롬외접선， 두 원이 공통접선 
의 량쪽에 놓이면 이 공통접선을 


공통내접선 



공릉내접선이 라고 부른다. 


[외접원과 내접원] 

다각형의 모든 정점이 한 원둘레 
에 놓일 때 그 다각형은 원에 내접한다 
고 말하고 그 원을 다각형의 외접원이 
라고 부른 다. 
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다각형의 모든 변들이 한 원둘 
레 에 접 할 때 그 다각형은 원에 외접 
한다고 말하고 그 원을 다각형의 내접원 
이 라고 부른다. 

3각형 의 세 변의 수직2등분선 은 
한 점에서 사귀는데 이 점은 외접원의 중심으로 된다. 

이 점을 3각형의 외심이라고 부른다. 

3각형의 세 각의 2등분선은 한 점에서 사귀는데 이 
점 은 내 접 원의 중심 이 된다. 이 점 을 3각형 의 내심이라고 
부론다. 



[원둘레각] 

원둘레의 한 점에서 두 활줄이 
사귈 때 그사이의 각을 그 두 활줄 
사이 에 끼인 활등 또는 활줄에 대 한 
원둘레 각이라고 부론다. 

• 원둘레각은 갈은 활등에 대한 


B 


/ 

7 끗 

\ 원둘레 각 

(/ 

/ o\ 

나-專、、 


次 

관、 

혓 C 

\ 

s - - 

少、중심각 

중심 




각의 ^■과 같다. 

• 원둘레의 한 점에서 활줄과 접선 
을 그었을 때 그사이의 각은 그 각 아낙 
에 있는 활등에 대 한 원둘레각과 같다. 

[내접4각형의 성질과 조건] 



- 내접4각형의 성질 

원에 내접하는 4각형에서 맞은각의 합 
은 2 ZR 이 다. 

즉 ZA + ZC = ZB + ZD =2 ZR 

- 내접4각령이 될 조건 

어 떤 4각형 에 서 맞은각의 합이 2 ZR 이 
면 그 4각형 은 원에 내 접한다. 


A 



D 


C 
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[외접 4 각형의 성질과 조건] 

一 외접4각형의 성질 

원 에 외 접하는 4각형 에 서 맞은변 
의 길이의 합은 같다. 

즉 AB+CD=AD+BC 
- 외접4각령이 될 조건 
어떤 4각형에서 맞은변의 길이의 
형 은 원에 외 접한다. 



6. 평면도형의 면적 

[다각령의 면적] 

- 직4각형의 면적 

직4각형의 면적은 두 이웃변의 길이를 
곱한 적과 같다. 즉 직4각형 ABCD 의 이웃 
변의 길이를 a , 스 라고 하면 면적 S 는 
S = 公•公 

졌 한 도형 F 가 2개의 도형 F 1； F 2 로 갈라지면 
묘의 면적=1자의 면적 + F 2 의 면적 
※ 면적 원리 

두 평면도형 Fi , F 2 을 한직선우에 놓고 그 직 
선에 평행인 직선으로 F u F 2 를 자를 때 매번 그 
자름선의 길이가 같으면 F 1( F 2 의 면적은 같다. 




※ 빗 대 칭 이 동과 빗 대 칭 축 

도형 표를 그림과 같이 도형 心로 넘기는것을 도형 표의 빗대칭 
이동이 라고 부르며 직선 씬을 빗대칭축이 라고 부론다. 

빗대칭 이동에서 도형의 면적은 변하지 않는다. 
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- 평행4변형의 면적 

평 행4변형 의 면적 은 밑 변과 높 
이 와의 적과 같다. 

^ S = a ■ h 



h 



D 


- 3 각형의 면적 

3각형의 면적은 밑변과 높이와의 
적의 절반과 같다. 

즉 S = 丄 a . h 
2 


B 누 





- 피다고라스의 공식 

직3각형 에 서 빗 변의 2제 곱은 두 
직각변의 2제곱의 합과 같다. 

즉 AABC 에서 ZC = ZR 이면 

c 2 = b 2 +公 2 

一 제형의 면적 

제형의 면적은 두 밑변의 합과 
높이와의 적의 절반과 같다. 

즉 S = —(a + b ) ■ h 
2 



- 다각형의 면적 

다각형의 면적을 구하려면 그 다각형을 
몇개의 3각형 이 나 제형 으로 나누고 그 면 
적 들을 계 산하여 더하면 된 다. 



一 국면도령의 면적 

주어진 도형에 가까운 다각형을 그 
린다. 

그 다각형의 면적을 구한다. 
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[원의 면적] 

원 O 에서 원둘레의 길이 £과 직경 2 r 
의 비는 

본 =3. 14159265359… 

2r 

인 상수이다. 이것을 원둘레 률이라고 부르고 7 C 로 
씬 = 2 ;zr (원둘레의 길이) 

- 원의 면적 

원의 면적은 반경의 2제곱에 원둘레 률 ;r 를 곱한 적과 같다. 



표시 한다. 


즉 S = 用： 2 

- 부재형의 면적 

부채형의 면적은 반경과 활등의 길이의 
적의 절반과 같다. 



「' 상 식 / - 

〈〈주해수용》을 쓴 우리 나라 
수학자 善대용 (1731-1783) 

그는 1765년에 사신일행으로 외국에 갔을 때 유럽의 자연 
과학을 료해한 다음 귀국하여 일생을 학문연구에 바치였다. 

그는 30대 에 벌써 당당한 학자로 되 였다. 

1770년에 쓴 수학책 《주해수용》에서는 고차방정식의 
근사풀이법을 체계화하였다. 여기에는 삼각공식들, 3각형의 
풀이 , 3각형 의 내 접 원과 외 접 원의 반경구하기，특수각의 삼 
각함수값계산 등 풍부한 수학내용이 들어 었다. 

이 책은 홍대용이 살아있는 기간에 출판되지 못하고 원 
고상래로 있다가 1939년에 출판되였다. 
___ 
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7 . 도령의 닮음 


[비례선분] 


- 평행직선에서의 비례선분 


o 3각형의 한 변에 평행인 직선은 다 
른 두 변을 비 례 하는 선분들로 나눈다. 


BC//DEO 


( AD _ AE _ 지 


AD_AE rAD _ AE DB = EC ^| 
DB _ CE 1 V AB _ AC , AB _ AcJ 



o 세 평행직선은 그것들과 사귀는 두 직선에서 비례 
하는 선분들을 끊어 낸다. 

o 3각형 의 두 변을 비 례하는 선분들로 나누는 직 선 
은 셋째 변에 평행이다. 

O ᅀ ABC 에 서 DE //표(3([)£쇼8, ：£ £쇼0 이 면 


AD AE DE 
AB ~ AC ~ BC 


- 내분과 외분 


선분 AB 의 점 M 에 대 하여 AM : MB = fl : 쇼이면 점 M 
은 선분 AB 를 의 비 로 내분(아낙나눔) 한다고 말한다. 

선분 AB 의 연장선의 점 N 에 대하여 AN ： BN = a ： Z 7 
이면 점 N 은 선분 AB 를 a : 쇼의 비로 외분(바깔나눔) 한다 
고 말한다. 


[닮음도령] 


- 닮은 도형 

두 도형에서 대응하는 선분들의 비가 다 갈고 대응하 
는 각들의 크기 가 같을 때 그 두 도령은 닮았다고 말한다. 

두 도형 표와 마이 닮았다는것 을 FmFi 과 같이 표시 한다. 
닮은 두 도형에서 대응하는 선분들의 비를 닮음비라 고 
부론다. 
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一 3각형의 닮음조건 

o 두 3각형에서 세쌍의 대응변의 비가 다 갈으면 그 
두 3각형은 닮았다. 

o 두 3각형에서 두쌍의 대응변의 비가 같고 그사이 
의 각이 갈으면 그 두 3각형은 닮았다. 

두 직3각형 에 서 빗 변 들의 비 와 한쌍의 대 응하는 직 각 
변들의 비 가 갈으면 그 두 직3각형 은 닮았다.(직 3각형 의 
닮음조건) 

ᄋ 두 3각형에서 두쌍의 대응하는 아낙각이 각각 같 
으면 그 두 3각형은 닮았다. 

8. 도형에서의 크기관계 

[3 각령에서의 크기관계] 

- 3각형의 각과 변의 크기관계 

O ᅀ ABC 에서 

1) ZB > ZC ^> b>c 

2) ZB < ZC ^> b<c 

3) ZB = ZC ^ b=c 
o ᅀ ABC 에서 

1) b > c ^ ZB > ZC 

2) Z ?< c => ZB < ZC 

3) b = c ^> ZB = ZC 

- 직 3 각형에서의 비례선분 
o 직3각형 ABC 의 직각의 

정점 A 에서 빗변 BC 에 그은 수 
직선의 밑점을 D 라고 하면 

1) AD 2 = BD • DC 

2) AB 2 = BD • BC 

3) AC 2 = CD • BC 
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세 선분 a, 公, c 에서 a'-b = b'-c 즉 公 2 =ac 일 때 公를 a 
와 c 의 비례가운데 마디라고 부론다. 

o A ABC 에서 BC = a , AC=b, AB = c 라고 하면 

1) ZA : 뾰족각작 Z > 2 +c 2 >a 2 

2) ZA : 무딘각 극나 2 + c 2 <a 2 

o AABC 에서 BC = a , AC=b, AB = c 라고 할 때 

1) 公 2 +c 2 > 公 2 작 ZA : 뾰족각 

2) b 2 +c 2 < a 2 수 ZA : 무딘각 

3) b 2 +c 2 = a 2 작 ZA : 직각 

[3 각령의 아낙각과 바깔각의 2등분선의 성질] 

ᅀ ABC 에서 

1) ZA 의 2등분선 AM 각 
다른 두 변의 비로 맞 
은변 BC 를 내분 

2) ZA 의 바깥각의 2등 
분선 AN 다다른 두 
변의 비로 맞은변 
BC 를 외분 

[원에서의 크기관계] 



(가들선에 관한 정리) 한 원에서 두 활줄이 사귀면 그 점 
에서 나누인 매개 활줄의 두 부분의 적들 C 

은 서로 같다. 

점 보에서 사귀는 두 선분 AB 와 CD B 

가 있다. 

AM • MB = CM • MD 이 면 네 점 A , 

B , C , D 는 한 원둘레 에 있다. 
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(가■선과 접선에 관한 정리) 

C 

원밖의 한 점에서 가름선 
을 그으면 그 점으로부터 가름 
선과 원둘레와의 사귐점까지 이 
르는 두 선분의 적은 그 점에서 
그은 접선의 2제곱과 같다. 

MA • MB = MC 2 
원밖의 한 점에서 가름선들을 그으면 그 점으로부터 
매개 가름선이 원둘레와 사 C 

귀는 두 점까지 이르는 두 
선분의 적들은 같다. 즉 
MA • MB=MAi • 

MBi=MA 2 • MB， … 

원 o 의 가름선에서 점 
M 을 원밖에 잡고 원둘레에 점 C 를 잡았을 때 
MA.MB = MC 2 이 면 MC 는 원 O 의 접선이다. 

9. 3각형의 풀이 




[시누스정리와 쿄시누스정근 I ] 

一 시누스정리 

ᅀ ABC 에서 

으 = 丄 = 기 = 2 R 
sin A sin B sin C 

여기서 요는 AABC 의 외접원의 반경 

탕겐스정리 
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一 己시누스정리 

ᅀ ABC 에서 

a 2 = 公 2 + c 2 _ 2 公 c cos A 
公 2 - a 1 + c 2 -2 accosB 
c 2 = b 2 + a 2 - 2 ba cosC 

[3 각형의 풀이] 

두 각과 한 변이 주어진 경우 ( A , B , a ) 

C = 180 o -(A + B ) 

7 a sin B a sin C 

b = —:- , c = —:- 

sin A sin A 

두 변과 그사이의 각이 주어진 경우 U ， b , C ) 

c 니 a 2 +公 2 -lab cos C 

. A a sin C 
sin A = - 

c 

B = 180° -(A + C ) 

두 변과 한 맞은각이 주어진 경우 ( a , b . A ) 

O a >6 sinA 인 경 우 
AABiCi 에 대하여 


sinB, =선프스 



公 


C 2 =180°-(A + B 2 ) 

asinC ? 

이 
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◦ a =6 sinA 인 경우 
B = 90° 

C = 90° -A 
c = b cos A 



A 


a <6 sinA 인 경우 풀이가 없다. 

세 변이 주어진 경우(이 b ， c ) 

b 2 + c 2 _ 次 2 


cosA = 


cosB : 


2 bc 


公 +c 


- b 2 


lac 


C = 180 o -(A + B ) 

[3 각형의 높이와 면적] 

◦ 높이 

h a = csinB = Z ? sinC =2 RsinBsinC 
여기서 요는 AABC 의 외접원 
의 반경 

o 면적 



s= • 호 — c= 


2 


公 csinA = facsinB = 2 R 2 sin A sin B sin C 


10. 자리길과 증명 


[휸히 리용되는 자리길(기본자리길)] 

① 한 점 O 로부터 r 만 한 거리에 있는 점의 자리길은 
원 둘레 O ( r ) 이 다 . 

② 일정한 선분 a 를 각 a 로 보는 점 의 자리길은 a 를 
활줄로 하고 각 a 를 품는 활형 의 활등이다. (끝점제 외) 

③ 일정한 두 점으로부터 같은 거리에 있는 점의 자리 
길은 그 두 점을 맺는 선분의 수직2등분선이다. 


178 



④ 각의 두 변으로부터 같은 거리에 있는 점의 자리길 
은 그 각의 2등분선이 다. 

⑤ 직선 £로부터 a (일정)만 한 거 리에 있는 점의 자 
리길은 직선 £로부터 fl 만 한 거리에 있으며 그에 평행인 
두 직선이다. 




[자리길증명] 

도형 표가 조건 g 를 만족시키 는 점 의 자리길 이 라는 
것을 증명하기 위해서는 다음과 같은 두가지 조건을 
밝혀야 한다. 

O 조건 g 를 만족시키 는 점 은 도형 F 에 있다. 
o 도형 표에 있는 점은 조건 다를 만족시킨다. 
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제 6 장. 도형의 변환 


1. 도형의 이동 


[이동] 

밀 어 옮기 기 다평 행 이 동 
돌리기다회전이동 
접 어 넘 기 기 각축대 칭 이 동 

[합동] 

한 도형을 옮겨 다른 도형에 꼭맞게 겹치게 할수 있 
을 때 그 두 도형 을 합동이 라고 부론다. 두 도형 도와 Fi 
이 서로 합동이라는것을 

F = Fi 

와 같이 표시한다. 

합동인 두 도형 표와 F ! 에서 두 도형을 꼭맞게 겹쳐 
놓을 때 서로 겹 치게 되는 두 점을 서로 대응하는 점이 라고 
부론다 • 

합동인 두 도형에서 대응하는 선분，대응하는 각은 
각각 서로 같다. 

2. 도형의 ■이기와 줄이기 

[3 각형에서의 비례선분] 
o 3각령 ABC 에서 한 변에 평행인 직선 

• AABC 에서 BiQ / TBC 이면 
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o 3 각형의 두 변을 같은 비로 나누는 직선 

AABC 에 서 操 = 告 이 면 BiCi //BC 

Jjj Ji5 匕 1(" 

[도령의 늘이기와 줄이기] 

일반적으로 도형 표의 임의의 두 점사이의 거리를 2배 
로 늘여서 도형 F : 을 얻었다면 도형 은 도형 표를 2배 

로 늘인 도령이 라고 부르며 |로 줄여서 도형 을 얻 었다 

면 F ! 은 도형 표를 士 로 줄인 도형이 라고 부른다. 

도형 표의 임의의 두 점 A , 묘와 그에 대응하는 의 

점 들을 각각 Ai , ^로 표시하면 

다心은 표를 2배 로 늘인 도형 

AB =| A 1 B 1 다 표는 心를 은로 줄인 도형 

도형 을 늘이거 나 줄일 때 각의 크기 는 달라지 지 않는다. 
어떤 도형의 늘인 도형이나 줄인 도형을 그릴 때에는 
그 도형 을 테 두리만 그리 면 된다. 

3.평행이동과회전이동 


[평행이동] 

• 평행이동에서 도형의 모든 점은 같은 방향으로 같 
은 거 리만큼 옮겨간다. 

• 평행 이동에서 선분은 그에 평행이며 그와 길이가 
같은 선분으로 넘어간다. 
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[회전이동] 

• 회전이동에서 도형의 모든 점은 정해놓은 점을 중 
심으로 하여 정해진 각만큼 옮겨간다. 

• 회전이동에서 선분은 길이가 같은 선분으로 옮겨 

간다. 

여기서 정해놓은 점을 회전중심， 정해진 각을 회전각이 
라고 부른다. 도형을 회전이동하려면 회전중심과 회전각 
을 알아야 한다. 

도형을 회전이동할 때도 도형의 점들은 모두 회전중 
심을 중심으로 하는 원둘레들을 따라 갈은 각만큼 옮겨 
간다. 



[점대칭이동] 

회전각이 180 。인 회전이동을 점대칭이 동이라고 부론다. 
이때 회전중심을 대칭 중심이라고 부론다. 



점대 칭 이동에서 대 칭중심은 서 로 대응하는 두 점을 
맺 는 선분의 가운데점 으로 된 다. 그림 에 서 도형 F 와 은 
점 O 에 관하여 서 로 점대칭이 라고도 말한다. 
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서로 점대칭인 두 도형 도와 마은 합동이다. 즉 도형 
표가 점 o 를 중심으로 하는 점대칭이동에서 자기자체와 
꼭맞게 겹쳐지면 도형 표를 점대칭도령이 라고 부론다. 

이때 점 o 를 도형 표의 대칭중심이라고 부른 다. 

4. 축대칭이동 


[축대칭이동] 

두 점 A , 시을 맺 는 선분이 직 선 요 에 의하여 수직 
으로 2등분될 때 두 점 A , A ! 은 직 선 £에 관하여 서 로 
대칭이라고 말하며 직선 £을 대칭축이라고 부론다. 

£ 

A O - 朴 - ] - H- - oA x 


도형의 축대칭이동은 도형의 모든 점을 한 직선 요에 
관한 그것의 대칭점으로 옮기는 이동이다. 

도형 표를 축대칭 이동하여 얻 은 도형 을 이 라고 할 
때 도형 표와 心은 직선 요 에 관하여 서로 대칭 이라고 말 
한다. 

서 로 축대칭인 두 도형 표와 은 합동이다. 즉 
F = Fi 

[축대칭도령] 

축대칭 이동에 의하여 자기 자체 와 꼭맞게 
겹 쳐 지 는 도형 을 축대칭도령 이라고 부르며 이 
때 대 칭 축을 도형 의 대칭축이 라고 부른다. 
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5. 중심닮음변환과 닮음변환 
[중심 닮음변환] 

평 면에 한 점 ◦와 정 수 소가 정 해졌을 때 도형 F 의 
매 점 A 를 반직선 OA 에서 OA^sytOA 로 되는 점 쇼 1 로 
넘기는것을 점 O 를 닮음중심으로 하고 수 소를 중심닮음비로 
하는 중심닮음변환이 라고 부론다. 

그리 고 이것을 간단히 중심닮음변환 ( k ， 功로 표시한다. 
여기서 fc 〉 l 이면 心은 표를 쇼배로 늘인 도형 
K 1 이면 은 표를 쇼배로 줄인 도형 
뉴1이 면 Fl 은 표와 일 치하는 도형 이다. 



[중심닮음변환의 성질] 

• 중심닮음변환에 의하여 선분 Ai 

은 그에 평행인 선분으로 넘어가며 
이 선분의 주어진 선분에 대한 비는 
중심닮음비 와 갈다. 

0식_0라 
OA _ OB ~ 

• 중심닮음변환에 의하여 반직 선(직 선)은 그에 평 행 
인 반직 선(직 선) 으로 넘어 간다. 

• 중심닮음변환에 의하여 각은 같은 크기 의 각으로 
넘 어 간다. 
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중심닮음변환에 의하여 도형 표가 1자로 넘어가면 표와 
은 닮고 그 닮음비 는 중심닮음비 와 같다. 

[닮음도령의 둘레와 면적】 

• 닮은 두 다각형의 둘레의 비는 닮음비와 같다. 

• 닮은 두 다각형의 면적의 비는 닮음비의 2제곱과 같다. 

6. 도형의 변환 


[도령의 변환] 

평면에서 평행이동，회 전이동，축대 칭 이동과 같이 평 
면의 모든 점모임을 평면의 점모임으로 넘기는 1:1우로의 
넘기기를 변환이라고 부른다. 

어떤 변환 /에 의하여 어떤 도형 표가 다른 도형 ^로 
넘어갔다고 하자. 

이때 /를 도의 도형 에로의 변환이 라고 부를 때도 있다. 
도형 표를 그와 합동인 도형으로 넘기는 변환을 합동변환 
이라고 부르고 그와 닮은 도형으로 넘기는 변환을 닮음변환 


이 라고 부른다. 

합동변환은 크기와 모양을 변하지 않게 하는 변환이 
고 닮음변환은 크기는 변할수 있으나 모양은 변하지 않게 


하는 변환이 다. 

[변환의 합성] 

도형 Fi = F 2 , F ⑵ F2 이면 
합동변환과 중심닮음변환을 
적당히 하여 표를 F 2 로 넘길 
수 있 다. 

이렇게 하는것을 변환의 
합성이라고 한다. 
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[련속변환] 

일반적으로 면들，선들의 이어진 상태가 그대로 있는 
변환을 련속 변환이라고 부른다. 여기서 면과 선들의 크기 
와 모양은 달라져도 좋고 달라지지 않아도 좋다. 

ᄋ 합동변환, 닮음변환, 련속변환사이의 관계 

(련속변환의 모임) =>( 닮음변환의 모임)〕(합동변환의 모임) 



[선분의 련속변환] 

선분을 련속변환하면 그림과 같은 여러가지 모양의 
선을 얻는다. 

+ ◦(=) 

1) 니 C ) 

선 기)， L ), C ), 근) 들은 모두 어느 하나를 다른것 

들로 련속변환할수 있는것들이다. 

이런 선들의 그 모양과 길이는 다를수 있으나 다음과 
같은데서는 같다. 

① 벌어진 선이다. 

② 이 선을 한 점에서 끊으면 두 부분으로 나누어진다. 




③ 평면에서 이런 선은 평면을 두 부분으로 나누지 
않는다. 선에 놓이지 않는 임의의 두 점 A , 묘도 선과 만 
나지 않는 선으로 그을수 있다. 
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[원둘레의 련속변환] 

원둘레를 련속변환하면 다음과 같은 여러가지 모양의 
도형을 얻을수 있다. 



선 I ), L ), C ), 근) 들은 모두 어느 하나를 다른것 

들로 련속변환할수 있는것들이다. 

이런 선들은 그 모양과 길이는 다를수 있으나 다음과 
같은데서는 다 같다. 

① 다문선 이 다. 

② 이 선은 한 점 에서 끊어도 두 부분으로 나누어지 
지 않는다. 두 점에서 끊어야 두 부분으로 나누어진다. 



③ 평면에서는 다문선에 의하여 평면이 아낙과 바깥 
으로 나누어진다. 아낙점과 바깥점을 맺는 선은 반드시 
이 선과 만난다. 


[면의 련속변환] 

◦ 바른4각령의련속변환 

바른4각형을 련속변환하면 그림과 같은 여러가지 모 
양의 도형 들을 얻는다. 



1그) 


ᄅ) 
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면 - I ), l ), n ), 근)들은 모두 어느 하나를 다른것 

들로 련속변환할수 있는것들이다. 이런 면들은 그 모양과 
크기는 다를수 있으나 다음과 같은데서는 다 같다. 

① 벌려져있는 면이다. 

② 도중에서 자기끼리 만나지 않는다. 

③ 이 면을 그림과 같이 그 둘레의 두 점을 맺는 선 
을 따라서 한번 자르면 두 부분으로 나누인다. 



에 놓이지 않는 임의의 두 점 A , B 도 그 면과 만나지 않 
는 선으로 그을수 있다. 

◦ 구면의 련속변환 

구면을 련속변환하면 다음과 같은 여러가지 모양의 
도형 을 얻는다. 



면 - I ), 니， C ), ᄅ)들은 모두 어느 하나를 다른것들 
로 련속변환할수 있는것들이다. 이런 면들은 그 모양과 크 
기는 다를수 있으나 다음과 같은데서는 다 같다. 

① 다물어 져 있는 면 이 다. 

② 도중에서 자기끼 리 만나지 않는다. 

③ 이 면을 그림과 같이 그우에 있는 다문선 £을 따 
라서 한번 자르면 두 부분으로 나누어진다. 
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④ 이런 면에 의하여 공간은 아낙과 바깥으로 나누어진 
다. 아낙점과 바깥점을 맺는 선은 반드시 이 면과 만난다. 



T) 




마디점 A 로부터 묘로 가는 


[그라프] 

그림과 같이 선분들이 이어져 
그물모양으로 된 도형을 그라프 라고 
부른다- 

여 기서 정점, 선토막을 각각 마 
디점，마디라 고부른다. 

그라프라고 하면 보통의 경 우는 련결되 여 있는것 을 생 각 
한다. 

그림과 같이 그라프에서 
〈〈길》은 여러개 있을수 있다. 

실례로 길 ACB , AEB , 

AB 등은 다 길이 다. 

길가운데서 길 AEBCA 
와 같이 제자리로 돌아오는 
길을 다문 길이 라고 부론다. 

다문길이 없는 그라프를 나무라고 부론다. 

나무에 서 마디점 의 수를 m , 마디 의 수를 «이 라고 하 
면 늘 



w — « = 1 이 다. 

그림과 같이 어떤 면에 놓 
인 그라프에서 마디에 의하여 
둘러막힌 평 면의 유한부분을 그 
라프의 면 이 라고 부를 때 도 있다. 
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[오일레르특성수] 

평 면에 놓인 그라프에 서 마디점 의 수를 m , 마디 의 수 
를 n , 면 (구역 )의 수를 "라고 하면 

m — n J rp = 1 

일 반적 으로 다문면에 서 m - n + p ^ 오일레르특성수라고 
부론다. 

_상'"식 /_ 

' " 소문난소경원사 

뽄뜨라긴 (1908-1 988, 로씨야) 

쁜뜨랴긴은 어려서부터 기억력이 좋아 한번 보거나 들은것은 
그대 로 기 억하였 다고 한다. 그는 13살 때 폭발사고로 두눈을 잃 었 
다. 그의 어머 니 가 쁜뜨랴긴에게 책 을 읽어 주면서 공부시키 였다. 
눈뜬 사람도 3차원공간까지는 직접 파악할수 있지만 4차원공간부 
터는 파악하기 힘들다. 그런데 소경인 쁜뜨랴긴은 다차원공간도 
3차원공간과 같이 선명한 표상을 가지 고있었다고 한다. 

그는《 위상군》이 라는 유명한 책 을 썼는데 얼마나 잘되 여있는 
지 눈뜬 사람들이 부끄러움을 느낄 정도였다고 한다. 그는 이 책을 
쓰고 쓰딸린상을 받았고 세 계 여 러 나라에 번역되 여 갔다. 그는 상 
미분방정 식론，자동조종론에서도 특출한 공적을 쌓았다. 

쁜뜨랴긴 이 1970년 프랑스의 니 스에 서 열린 제16차국제 수학자 
대회에서 중요한 보고를 하고 휴식시간이 되였을 때이다. 대회에 
참가한 수학자들이 그를 둘러싸고 존경어린 시선으로 쁜뜨랴긴을 
바라보고었었는데 《 아니，눈뜬 사람도 수학에서 성공하기가 쉽지 
않은데 선생님은 소년시절에 실명하고도 어떻게 그처럼 큰 성공을 
할수가 있었습니까?》하는 질문이 들어왔다. 론뜨랴긴은 웃으면서 
천천히 대답하였다. 

《여러분, 수학은 눈으로가 아니라 머리로 연구하는 학문입 
니 다. > 

쁜뜨랴긴은 이전 쏘련의 원사，교수，박사이고 로력영웅이였다. 
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제 7 장. 공간도형 


1. 공간에서 직선과 평면 


[공간도령의 기초명제] 

• 직선의 두 점이 평면에 놓이면 직선은 그 평면에 
완전히 놓인다. 

• 한 직선에 놓이지 않는 세 점을 지나는 평면은 있 
으며 다만 하나 있다. 

• 두 평면이 하나의 공통점을 가지면 그 평면들은 
그 공통점을 지나는 한 직선에서 사권다. 



a fl/S = 公 


※ 한 직선에 놓이는 세 점을 지나는 평면은 무수히 많다. 


[평면의 결정조건] 

• 한 직선에 놓이지 않는 세 점 

• 직선과 그밖의 한 점 

• 평행인 두 직선 

• 사귀는 두 직선 

[공간에서 두 직선의 자리관계] 
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[직선과 평면의 자리관계] 



평행이다 ( a // a ) 사권다 ( afla ={ A }) 평면 a 에 놓인다 ( aCa ) 

[두 평면의 자리관계] 



평행이다 ( a // /3) 사권다 ( an ；3= a ) 


[직선 및 평면의 평행] 

• 직선 a 가 평면 a 와 평행 
이 고 a 를 지 나는 평 면 /3 와 Q ： 와 
의 사귐선이 &이면 a 는 스와 평행 
이 다. 

• 평 면 a 밖에 있는 직선 a 가 평 면 a 에 놓여 있는 
직선 스와 평행이면 직선 a 는 평면 a 와 평행이다. 

[직선 및 평면의 수직] 

두 직선 a 와 스가 어길 때 어 느 한 직선 a 의 한 점 O 
를 지나 &에 평행 인 직선 w 을 그었을 때 생기는 각 0를 
어 기는 두 직선 a , 스사이의 각이라고 부르고 Z ( a , 幻로 
표시한다. 그리 고 Z ( a , b ) = ZR 일 때 a 와 b 는 수직이라 
고 부론다. 

• 직 선 씬 이 평 면 a 에 놓이 
는 모든 직 선과 수직일 때 씬은 a 
와 수직 이라고 부른다. 
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• 직 선 ' 이 평 면 a 와 수직 일 때 i 은 a 의 수직선， 
그렇 지 않을 때 £은 a 의 빗선 이 라고 부론다. 



[바른사영] 

• 평면 a 에 평행광선을 수직 
으로 비쳤을 때 평면 a 에 나타난 
도형 표의 그림자를 도형 표의 평면 
a 에 던 진 바른사영 이 라고 부르고 
〈〈사영 a F » 또는 P r F 

와 같이 표시한다. 

이 때 평 면 a 를 사영면 이라고 부른다. 

[직선과 평면사이의 각] 

빗선 씬 의 평 면 a 에 던진 바른 
사영 을 i ' 라고 할 때 ^ 과 t ' 가 
이 루는 각을 직 선 씬 과 평 면 a 가 
이 루는 각이라고 부론다. 

평면에 놓인 한 직선은 그 평 
면을 두 부분으로 나눈다. 이때 
매 부분을 반 평면이라고 부론다. 

[두 평면사이의 각] 

한 직선으로부터 나가는 2개의 반평면과 그사이에 낀 
공간부분을 2면 각이라고 부론다. 

여기서 공통직선을 2면각의 모서리， 반평면을 2면각의 
면이 라고 부른다. 





T5 




193 



모서 리 가 AB 이 고 면 이 a , 0 인 2면각을 《 2면각 

AB ) 또는《2면각 aAB /3》 와 같이 표시한다. 

2면각의 모서리에서 임의로 한 점 C 를 잡고 C 를 지 
나서 모서 리에 수직 인 반직선을 매 면에 그었을 때 이 두 
반직 선 이 만드는 각은 일 정하다. 이 각을 주어 진 2면각의 
평면각이라고 부론다. 


O] 

丄 c 



2면각의 크기 는 그 2면각의 평 면각의 크기 로 표시한다. 
두 평면이 이루는 2면각의 평면각을 두 평면사이의 
각이라고 부른다. 

두 평면사이의 각이 직각일 때 두 평면은 서로 수직이 
라고 부른 다. 


[세 수직선의 정리] 

• 사영면 a 에 놓인 직선 a 가 
빗선 스와 수직 이면 직 선 a 는 빗선의 
바른사영、과도 수직 이 다. 

• 사영 면 a 에 놓인 직 선 a 가 빗선 스의 바른사영 b 1 
과 수직 이면 직 선 a 는 빗선 스와도 수직 이다. 



2. 다면체 


[다면체] 

몇개의 다각형으로 둘러막힌 공간의 부분을 다면체라 
고 부론다. 


194 




다면체를 이루는 다각형을 그 다면체의 면, 면들이 사귀 
는 공통변을 모서 리, 모서 리 들의 사귐 점 을 정점이 라고 부른다. 

한 면에 들어있지 않는 두 정점을 맺는 선분을 그 다 
면체의 대각선이 라고 부론다. 

다면체의 임의의 두 점을 맺는 선분이 늘 다면체에 
들어있을 때 그 다면체를 볼록다면체， 그렇지 않으면 오목다 
면체라 고 부론다. 

대 각선 정 점 


볼록다면체 오목다면체 

다면체라고 하면 볼록다면체를 말하는것으로 한다. 

면이 «개인 다면체를 « 면체라 고 부른다. 

다면체에서 면의 수가 가장 적은것은 4면체이다. 

따라서 «면체 라고 할 때 «>4 이 다. 

다면체들가운데서 모든 면들이 합동인 바른다각형이 
고 매 정점에서 나가는 모서리의 수가 같은 다면체를 바른 
다면체라 고 부론다. 

바른다면체 에는 바른4면체， 바른6면체， 바른8면체 , 
바른12면체，바른20면체 다섯가지만 있다. 

[각기둥] 

두 면은 평행 이고 다른 면들은 
모두 한 직선에 평행인 다면체를 각 
기둥이 라고 부른다. 

여기서 평행인 두 면을 각기둥의 
일면, 한 직선에 평행인 면들을 각기둥 
의 옆면이 라고 부론다. 

Bi C x 
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두 옆면의 공통변을 각기둥의 옆모서리， 두 밑면사이 
의 거리를 각기둥의 높이라고 부론다. 

밑면의 변이 «개 인 각기둥을 «각기둥이라고 부론다. 

두 밑면이 다각형 ABCD , AiBiCiDi^J 각기둥을 각 
기 둥 ABCD - AiBiCiDi 로 표시한다. 


- 각기둥의성질 


• 옆모서리들은 서로 평행이다. 

• 옆면들은 평행4변형이다. 

• 두 밑면은 합동이다. 

옆모서리가 밑면에 수직인 각기둥을 직각기둥， 수직이 
아닌 각기 둥을 빗각기둥이 라고 부론다. 

특히 밑면이 바른다각형인 직각기둥을 바른각기둥이 라 
고 부론다. 

각기둥에서 한 옆면에 놓이지 않는 두 옆모서리를 지 
나는 평면의 자름면을 그 각기둥의 대각선면 이라고 부론다. 



빗각기둥 직각기둥 바른각기둥 

[평행 6면체] 

밑 면이 평 행4변형 인 각기 둥을 평행6 
면체라 고 부론다. 

평 행6면 체 들가운데 서 옆 모서 리 가 밑 직 평 행 6 면체 



면에 수직인것을 직평행6면체, 수직이 아 
닌것을 빗평행6면제라 고 부론다. 

특히 밑 면 이 직 4각형 인 직 평 행 6면 체 
를 직6면제라 고 부론다. 
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빗평행 6면체 









바른 6 면체 는 모서 리 들이 다 같은 직6면체 이 다. 

평 행6면체 의 모든 면은 평 행4변형 이 다. 

직 평 행6면체 의 옆면들은 직4각형 이 다. 

직6면체 의 모든 면은 직4각형 이 다. 

바른6면체의 모든 면은 합동인 바른4각형이다. 

- 평행6면체의성질 

• 맞은면들은 평행이며 합동이다. 

• 대각선들은 모두 한 점에서 사귀고 그 점에서 2등 
분된 다. 

[각뿔] 

다각형과 다각형평면밖의 한 점을 다각형의 정점들과 
맺어서 얻 은 3각형들을 면으로 
하는 다면 체 를 각뿔이라고 부론다. 

여기서 다각형을 각률의 일면， 

한 점을 각률의 정점, 3각형들을 
각를의 옆면， 정점과 밑면의 정점 
들을 맺는 선분들을 각률의 옆모 
서리, 정점에서 밑면까지의 거리 
를 높이라고 부른다. 

정점이 S 이고 밑면이 다각형 ABCDE 인 각톨을 각룰 
S — ABCDE 로 표시한다. 

밑 면의 변이 «개 인 각뿔을 «각뿔이라고 부른다. 

밑면이 바른다각형 이고 옆모서 리의 길이 가 모두 같은 
각톨을 바른각 ■이 라고 부른다. 

[각뿔대] 

각률을 밑면에 평행인 평면으로 
자를 때 밑면과 자름면사이의 부분 
을 각뿔대라고 부론다. 여기서 평행 
인 두 면을 각를대의 일면, 나머지면 
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들을 각뿔대의 옆면, 두 밑면사이의 거리를 각뿔대의 높이 
라고 부른 다. 

바론각뿔로부터 얻어지는 각뿔대를 바른각뿔 대라고 부 
른다. 

« 각뿔로부터 얻어지는 각뿔대를 « 각뿔 대라고 부른다. 밑 
면이 ABC … G , AiBiCr -- Gi°J 각틀대를 각뿔대 ABC … G - 
사라어…이로 표시한다. 

각뿔을 밑 면 에 평 행 인 평 면 으로 자르면 

• 자름면은 밑 면과 닮은 다각형 이다. 

• 자름면과 밑면의 면적의 비는 정점으로부터 그 면 
까지의 거리의 2제곱과의 비와 같다. 

~ 상 식 /- 

만능수학자오일레르 
(1707-1 783, 스위스) 

오일레르를 보고 사람들은 《세계최초의 그리고 세계최대의 
만능수학자》, 론문을 가장 많이 쓴 수학자라고 말하고있다. 

오일레르는 천성이 온순하고 총명하였고 아버지가 주는 
학습과제 를 수행 하기 위하여 날마다 부지 런히 공부하였 다. 그 
의 뛰여 난 상상력과 사고력 , 예민한 감수력，수수께끼와 같은 
기억력 , 왕성한 탐구정신과 강한 의지는 사람들을 놀라게 하 
였다. 오일레 르는 일생동안 886건의 론문을 썼는데 두눈이 
먼 다음 마지막 17년동안 400건의 론문을 내놓았다. 

오일레 르는 눈이 먼 다음에 도 집 필을 그전보다 더 높은 속 
도로 진행하였다고 한다. 그는 보통교육부문의 교과서 《 산 
수》, 《지리》，《대수》의 집필자이기도 하였다. 그는 과학연 
구에 서 모험 을 두려 워하지 않았다. 오일 레 르는 1783년 9월 18 
일에 제자들과 2년전에 발견한 천왕성에 대한 이야기를 하면서 
그 자리길의 계산방법을 론의하다가 졸도하였다. 당시 신문에는 
《 계 산을 중지 하는것 과 함께 그의 생 이 끝났다.》고 썼 다. 



198 



3. 회전체 


[회전체] 

다문선으로 둘러싸인 평면도형 표가 있다. 이 평면 
도형이 놓여있는 평면 a 를 평면의 한 직선 씬주위로 회 
전시킬 때 평 면도형 이 만드는 도형 을 회전체라 고 부론다. 
[원기둥] 


직4각형 을 그 한 변을 축으로 하여 회 전시 킬 때 얻어지 
는 회 전체를 직원기둥이 라고 부르고 이것을 간단히 원기둥이라 
고 부른다. 

여기서 축에 수직인 변이 그리는 
면(원)을 원기둥의 일면， 축에 평행인 모 
선을 원기둥의 모선, 모선이 그리는 면 선 
을 원기둥의 옆면， 두 밑면사이의 거리 
를 원기둥의 높이라고 부른다. 

원기둥을 축에 평행인 평면으로 자르면 자름면은 직4 
각형 이 다. 



[원뿔] 

직3각형을 그 한 직각변을 축으로 
하여 회 전시 킬 때 얻어 지는 회전체를 
직원뿔이라고 부르고 간단히 원뿔이라고 
부른 다. 

여기서 축에 수직인 직각변이 그리 


S 



는 면을 원뿔의 일면， 빗변을 원뿔의 모선, 모선이 그리 


면을 원뿔의 옆면， 정점에서 밑면까지의 거리를 원뿔대의 


높이라고 부른다. 

원뿔을 정점을 지나는 평면으로 자르면 자름면은 2등 
변 3각형 이 다. 
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[원뿔대] 

원뿔을 밑면에 평행인 평면으로 자를 때 자름면과 밑 
면사이의 부분을 원뿔대라 고 부론다. 

[구] 

반원을 그 직경을 축으로 하여 한바퀴 회전시켰을 때 
생기는 회전체를 구라고 부른다. 이때 반원둘레가 그리는 
면을 구면이 라고 부론다. 

여기서 반원의 활줄의 가운데점을 구 
의 중심， 구의 중심과 구면의 한 점을 맺는 
선분을 구의 반경， 구의 중심을 지 나는 직선 
이 구면과 사귀여 생기는 선분을 구의 직경 
이 라고 부른다. 

구를 평면으로 자르면 자름면은 원이다. 

구를 중심을 지나는 평면으로 자를 때 
큰 원， 중심을 지나지 않는 평면으로 자를 때 생기는 원을 
작은원이 라고 부론다. 

구를 한 평면으로 잘랐을 때 생기는 구의 매 부분을 결구 
라고 부르며 자름면을 결구의 일면， 결구의 밑면에 수직인 
직경에서 결구안에 든 선분을 결구의 높이라고 부론다. 

그리고 결구에서 구면부분을 구관(구면갓) 이라고 부르 
며 구를 평행인 두 평면으로 잘랐을 때 평행평면사이에 
끼워있는 구의 부분을 구대， 두 자름면을 구대의 일면, 밑 
면사이의 거리를 구대의 높이라고 부른다. 

4. 도령의 투영 


A 



생기는 원을 


[투영] 

공간도형을 평면에 나타내는데 바른사영을 쓴다. 

이때 한 평면의 사영만 가지고서는 도형의 생김새와 
크기 를 알아볼수 없 으므로 서 로 수직 인 두 평 면(또는 세 
평면)의 사영을 함께 그린다. 
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그림 에 서 H 면을 수평투영면， V 면을 정면투영면이 라고 
부론다. 

그림은 원기둥을 모면과 V 면에 바른사영을 한 다음 
한 면을 사귐선 씬주위 로 90° 만큼 돌려서 두 사영 이 한 
평면에 놓이도록 한것을 보여준다. 

이렇게 하여 얻은 사영을 투영도라 고 부론다. 

이때 H 면의 투영도는 수평투영도, V 면의 투영도는 
정면투영도라고 부르고 '을 투영축이라고 부론다. 

필 요에 따라 투영축 씬 
에 수직인 평면에 바른사영 
을 나타내야 할 때도 있다. 

이때 투영축에 수직인 평면을 
옆면투영면, 그 면 에 표시한 
바른사영을 옆면투영도라 고 
부론다. 

[점의 투영도] 

점 A 의 수평투영 면 H , 정 면투영 면 V 의 사영 을 각각 
a, 幻! , 라고 하자. 

a, a’ 는 각각 점 A 의 수평 투영 도, 정 면투영 도이 다. 
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• 점 A 의 투영 도에 서 직 선 aa ， 는 투영 축 표구에 수 
직 이 다. 

• 투영 도에 서 (씨 0 은 점 A 에 서 정 면투영면 까지 의 거 
리를 나타내고 노〜은 점 A 에서 수평투영면까지의 거리를 

나타낸 다. 

[직선의 투영도] 

직선의 한 평면에로의 바른사영은 그 직선의 두 점의 
바른사영을 지나는 직선이다. 

그러므로 직선 AB 의 수평투영은 두 점 A , B 의 수평 
투영도 a , 스를 지나는 직선이고 정면투영도는 두 점 A , 
묘의 정면투영도 a ', "를 지나는 직선이다. 




다면체는 다각형 으로 둘러막혀 있고 그 면들의 경 계는 
모서리들이므로 다면체의 투영도를 그리는것은 그 모서리 
들의 투영도를 그리는것에 귀착된다. 

이 때 투영 면을 향해 서 직 접 보이 는 모서 리 는 실 선 
《 ——》으로, 뒤 쪽에 있 어 서 보이 지 않는 모서 리 는 점 선 
«——〉〉으로 나타낸다. 
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5 . 립체의 겉면적과 체적 


[직6면체의 옆면적과 겉면적，체적] 

S 옆 = (2a + 2b)h 

S 겉 = {2a J r2b)h J r2ab 

V^abh 

[직각기둥의 옆면적과 겉면적，체적] 



밑면적 이 S 이고 높이가 h 일 때 



S^^hH +2S 

y=sh 

[원기둥의 옆면적과 겉면적，체적] 

S = 2 7r r/z 
S = 2 7t rA + 2 7t r 2 
= 2 7t r(A + r) 

V= Ttr 2 h 



[원■의 옆면적과 겉면적, 체적] 

반경이 r 이고 모선의 길이가 
H ，높이 가 h 일 때 

S 옆 = 으즈는 I = 7TI 성 
S 겉 = 7tr £ + 7t r 2 = 刀 : r (公 + r) 
V= i 7t r 2 h 

o 
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[구의 겉면적과 체적] 

S = 4； rr 2 

V =- yrr 3 
3 

— 상 식/- 

열정의 수학자 아르키메데스 
( B . C . 287 - B . C . 212, 고대그리스) 

아르키메데스는 원의 면적공식 S = 7tr 2 , 구의 겉면적공식 

S=47rr 2 , 체적공식 V=|7tr 3 을 발견하였으며 오늘날의 적분 

법의 맹 아를 제 기하였다. 아르키메 데 스는 어 려서부터 수학문 
제풀이를 즐겨했는데 여기에 열중하던 나머지 끼니를 잊은적 
이 많았다고 한다. 그는 어려서부터 사물현상을 세밀히 관찰 
하고 그 리치를 파고드는 습성 이 있었다고 한다. 

아르키메데스는 마루바닥에 모래를 펴놓고 거기에 선을 
그어가면서 기하공부를 하였고 목욕을 하고나서 몸에 기름을 
바른 다음에는 옷을 입는것도 잊고 자기 몸에 손톱으로 그림 
을 그리면서 사색을 이어가기도 하였다. 이러한 사색이 질어 
지 는 과정 에 새 로운 수학적발견 이 련방 쏟아져나왔고 후에 는 
이름난 수학자로 되였던것 이 다. 

__ F 
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제 8 장. 모임과 론리 


1.모임 

[모임] 

모임 개념은 수학의 시 초개 념 (정의 하지 않는 개념)의 
하나이 다. 

모임개념을 잘못 사용하면 모순을 일으키는 경우가 
많으므로 일정한 약속을 하여 사용하게 된다. 

수학에서 모임이라고 하면 무엇이든지 그 모임에 드 
는가, 들지 않는가 하는 기준이 명백한것만을 생각한다. 

[례] 자연수전부의 모임, 12의 정의 약수들의 모임 
등은 기 준이 명 백하므로 수학적모임 으로 된 다. 그러 나 큰 
수들의 모임，키가 작은 나무들의 모임，긴 강들의 모임 
등은 기준이 명백치 않으므로 수학적모임이 아니다. 

[모임의 원소] 

모임을 이루는 하나하나의 대상을 그 모임의 원소라 
고 부른 다. 

모임 을 표시하는 말에 는 총체，전부，족, 계 등이 있 다. 

이런 의미에서 모임은 일반성을 떤다. 

모임을 큰 글자 A , B , C …로，모임의 원소는 작은 
글자 a , b , c , ••- 등으로 표시 한다. 

《 a 가 모임 A 의 원소이다.》， 《원소 a 가 모임 A 에 
속한다.》라는것을 a^A 또는 A 3 a 로 표시 한다. 

그리고 《 a 가 모임 A 의 원소가 아니다.》, 《원소 a 
가 모임 A 에 속하지 않는다.》는것을 a^A 또는 로 
표시 한다. 


205 



[례] N : 자연수모임， Z : 옹근수모임， Q : 유리수모임, 

R : 실수모임， C : 복소수모임 이 라고 할 때 2 eN , 

-3 g N , -2 eZ , V 2 gZ , ^- gQ , 刀 "gQ , 

ee R , 1 + / g R , 2-3/ g C 

[모임의 표시] 

모임 의 원소들을 다 늘여 놓고 { } 를 써 서 표시 하는 
방법을 렬거법이 라고 한다. 렬거법은 모임의 모든 원소들 
의 특징 을 알기 위해 필 요하다. 

[례] 짝수전부의 모임 즈딱 ={2, 4, 이 …} 

모임의 원소들이 가지고있는 성질, 특징을 밝혀 하나 
의 간단한 기 호로 표시하는 방법 을 조건표시법이 라고 부른 
다. 표시는 {义|/>(지, 는 "라는 성질을 가진다.} 

[례] A ={5, 10, 15，20，.시라고 할 때 
A = {ᅬ x 는 5의 배수} 

모임 의 원소들을 어 떤 다문곡선(원 또는 직4각형 )안 
의 점 으로 표시하는 방법 을 그림 에 의한 표시 법 또는 벤의 
표시법이 라고 부른다. 

[례] 표를 3의 배수이면서 18의 약수로 되는 모임 이 라면 



로 it 시 할수 있 다. 

주의. 렬거법과 벤의 표시법이 모임표시법의 구체성을 가진다면 
조건표시 법은 일반성을 가진다. 

[유한모임과 무한모임 ] 

원소의 개수가 유한인 모임을 유한모임， 유한모임이 
아닌 모임을 무한모임이라고 부른다. 

[례] 15의 약수들의 모임은 유한모임이다. 

정의 짝수들의 모임은 무한모임 이 다. 
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[빈모임] 

하나의 원소도 가지지 않는 모임을 빈모임이라고 부르 
고 기호 하로 표시한다. 빈모임은 유한모임으로 본다. 

[례] 3개 의 약수를 가진 씨수들의 모임 은 빈모임 이 다. 

[부분모임] 

모임 표의 매개 원소가 다 모임 A 에 들 
면 묘를 A 의 부분모임이라고 부르고 BCA 로 
표시한다. 이 때 B 는 A 에 포함된다고 말한다. 

묘가 A 의 부분모임이 아니라는것을 
B 衣 A 와 같이 표시한다. 

매 개 모임은 자기 자체의 부분모임 이고 빈모임 하은 모 
든 모임의 부분모임으로 본다. 

빈모임도 아니고 자기자체도 아닌 부분모임을 참부분모임 
이라고 부른다. 

[례] 우리 가 이미 알고있는 수모임들을 생각할 때 
N 〔 Z 〔 Q 〔 R 〔 C 이 성립한다. 

[례] 3각형전부의 모임을 A , 2등변3각형전부의 모임을 
B , 바른3각형전부의 모임을 C 라고 하면 CcBcA 
이 성 립한다. 

[같은 모임 ] 

AcB 이 고 BczA 일 때 A 와 묘는 같은 모임이 라고 부 
른다. 표시는 A=B 

즉 모임 A 와 묘가 같은 원소들로 이루어졌을 때 모임 
A 와 표는 같다고 말한다. 

모든 빈모임 은 같은 모임 이 다. 

[전체모임] 

모임 표를 하나 정 해놓고 그 부분모임 들만을 생 각할 
때 처 음에 정한 모임 표를 전체모임 이 라고 부론다. 

앞으로 모임 A , B , C , … 라고 하면 그것들을 전체 
모임 표의 부분모임으로 본다. 
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[나머지모임] 

전체모임 E 에 대 하여 그의 부 
분모임 A 의 원소를 제외한 묘의 원 
소들로 된 모임을 A 의 나머지모임이 
라고 부르고 豆 로 표시한다. 

즉 A = { x\x e E 이 고 x g A } 

[례] E ={0, 1， 2, 3, 4, 5}, A ={2, 4} 일 때 
A = {0, 1, 3, 5} 



[모임의 합] 

모임 A 또는 묘에 드는(둘중 
에 어느 하나에 드는) 원소들로 
된 모임 을 A 와 B 의 합이 라고 부 
르고 AUB 로 표시 한다. 



AUB 


즉 AUB = { x|x e A 또는 x e B } 

[례] A ={1, 2, 3， 4}， B ={2, 4， 6} 일 때 
AUB ={1, 2, 3, 4, 6} 


一 모임의 합의 성질 

① AUB = BUA (바꿈법칙) 

② ( AUB)UC = AU ( BUC ) (묶음법칙) 

③ AcB 이면 AUB = B 특히 AUA = A 


[모임의 사귐(적)] 

모임 A 에도 들고 묘에도 드는 
( A , B 에 동시에 드는) 원소들로 
된 모임을 A 와 B 의 사귐(적) 이 라고 
부르고 Afl 묘로 표시한다. 



AHB 


즉 ARB = { x\x g A 이 고 B } 

[례] A ={1, 2, 3，4， 5}， B ={2, 3， 5} 일 때 
AnB ={2, 3, 5} 

ZHN = N ( Z ： 옹근수모임， N ： 자연수모임) 
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一 모임의 사귐의 성질 

① Af|B = Bf|A (바꿈법칙) 

② ( AfiB ) nc = An ( Bnc ) (묶음법칙) 

③ AcB 이면 Af|B = A 특히 Af|A = A 

모임 의 합，적 으로부터 다음의 사실 이 성 립한다. 

® (AnB)uc=(Auc)n(Buc)l (부배 H 다히) 

② (AUB)nc=(Anc)u(Bnc)} ^ 야 

© 스으!=즈「1학 (쌍대법칙) 

④ AflB = AUBj 

[모임의 차] 

두 모임 A 와 B 에 대하여 A 
의 원소로서 묘에 들지 않는 원소 
들의 모임을 모임 A 에서 B 를 던 
차라고 부르고 A \ B 로 표시한다. 

즉 A \ B ={ a :| jcgA 이고 
x ^ B } 

[모임의 직적(데까르뜨적)] 

모임 A 와 묘에 대하여 A 의 원소를 첫 성분으로 묘의 
원소를 둘째 성분으로 하는 원소쌍전부의 모임을 모임 A 
와 표의 직적이 라고 부르고 AXB 로 표시한다. 

즉 AXB ={( a , b)\a e A , & g B } 

만일 A , 묘가 수모임 이 면 g 를 원소 ( a , Z >) 의 첫째 자리표, 
쇼를 그의 둘째 자리표라고 부른다. 

직적 AXB , BXA 를 그림 으로 표시하면 아래 와 같다. 
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모임론의 창시자 칸토르 
(1845-1 918, 도이■란드) 

칸토르는 1874년 29살 때 모임론의 첫 론문을 발표하였다. 

광까레，힐베르트 등 이름있는 학자들이 이것을 지지하였다. 
그런데 칸토르의 옛 스승인 크로네케르는 〈〈칸토르가 정신 
나간 소리를 한다.》고 욕설을 퍼부었고 기승을 부리였다고 한 
다. 자기 옛 스승의 비 난과 공격 은 칸토르에 게 큰 정 신적타격 을 
주었다. 

이 로 말미암아 정 신병 에 걸 려 정 신병 원에 입 원하게 되 였는 
데 거 기서 도 그는 모임론을 계 속 연구하였다고 한다. 

칸토르는 죽을 때 까지 모임론을 인정받지 못하였는데 사망 
한지 30년만에야 인정 을 받았다. 

오늘 모임론은 모든 수학의 기 초로 되 고있 다. 

그리하여 중학교에 서 까지 모임론의 초보를 배 워주고있 다. 

___ 少 

2. 명 제 

[명제] 

옳다든가 옳지 않다든가를 찍어서 말할수 있는 글 
또는 식을 명제라고 부론다. 그러므로 명제에는 옳은 명제 
도 있고 옳지 않은 명제도 있다. 

옳기도 하고 옳지 않기도 하는 그런 명제는 없다. 

[례] 1) 2 + 3 = 5(옳은 명제) 

2) 90ᄋ <45° (옳지 않은 명제) 

3) 3 > — 2( 옳은 명제) 


- > , - > ' 
4)3) 

松 (4, 
3)2) 
松 (4, 

때 4) ,’ 1) , 
일 (2,(4, 

IJ 

43),3), 
3 CZJ 

JI /(\ /v\ 

II ， ， 

B 4 2 

，14 0이 
} ( ( 
3 ， ， 
>3 1 
2 1’ 3, 

/V /V 

， rJL rJL 

U II II 

II B A 

A A B 

i — i 

례 


JJ 
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4) 5 = 4( 옳지 않은 명제) 

5) 3각형의 아낙각의 합은 90° 이 다. (옳지 않은 명제) 

6) 6은 24의 약수이다. (옳은 명제) 

[명제의 값] 

명 제 에 대 하여 가 옳으면 1을 대 응시 키 고 가 
옳지 않으면 0을 대응시 킬 때 수 1，0을 명제의 진리값 (간 
단히 값)이 라고 부르고 [끼 로 표시한다. 

[례] p : (5>3> 이면 [ p]=l 

《 :〈〈직3각형에서 빗변이 제일 작다.〉〉이면 나] =0 
r :《3각형의 아낙각의 합은 2n 이다. » 이면 [r ]=0 
[명제함수 (명제령식)] 

변수 x 에 관한 글 또는 식 /(功 에 어 떤 값을 넣 어 
그것 이 명제 로 될 때 /( 功 를 변수 x 에 관한 명제함수(명제 
령식) 이 라고 부론다. 

여 러변수에 대 해서 도 마찬가지 로 정의한다. 

[례 ] p{x) : 《 ;<： + 2〉3》은 명 제 함수이 다. 

q { x , _ y ) :《 jc 2 + y 2 =9》은 두변수명제 함수이 다. 

명 제 함수 p(x) 에 대 하여 ;<: = a 를 넣 었 을 때 [ p{a) ] 를 
명제함수의 값이 라고 부른다. 

一 명제함수의 뜻구역과 값구역 

명 제 함수 /(功 에 서 x 가 변 하는 구역 을 명 제 함수의 
뜻구역이 라고 부른다. 그리 고 x 가 /(功의 뜻구역 에 서 변 
할 때 /( 功 가 표시하는 명 제 들의 모임 을 명 제함수의 값구역 
이 라고 부른다. 

[려 1] /( jc ) :《 3 jc -2 >; c 》에서 뜻구역은 (- co , + co ) 이 다. 
그리고 x 가 가능한 실수값을 다 취할때 얻어지는 명 
제들의 모임 S ={3 jf -2>^ | x g(- co, + go)} 는 명제 함수의 

값구역으로 된다. 
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- 명제함수의 옳음모임 

명제 함수 /(시가 옳은 명제로 되는 전체의 모임 
T = {x | /( x ) 는 옳은 명 제 } 

를 명 제함수 /(시의 옳음모임 이 라고 부론다. 

[례 ] 명제 함수 《 : c 2 -4<0》 의 옳음모임은 (一2, 2) 이 며 
여 기서 명 제 값은 1이 고 (一一幻 U [2, + oo ) 에 서 의 
명 제값은 0이 다. 

3. 명제의 산법 

명제들에 《•••아니다》， 《•••이고…이다〉〉， 《…또 

는…》，《 …이 면 …이 다》등의 말을 이 어 서 새 로운 명 제 를 
만드는것 을 명제의 합성 또는 명제산법이라고 부르고 그때 
얻어지는 새로운 명제를 합성명제라고 부른다. 

[부정명제] 

명제 " 에 대 하여 《 /> 가 아니 다》라는 새 로운 명 제 
를 만들었을 때 이것을 명제 "의 부정명제 라고 부르고 p 
로 표시 한다. 

부정명제 고의 명제값표는 다음과 같다. 


P 

P 

1 

0 

0 

1 


[례] " :《3각형의 아낙각의 합은 2직각이 아니다.》 
(옳지 않은 명제) 

P ■ 《3각형의 아낙각의 합은 2직각이 아니 다가 
아니 다.》 

해석 :《3각형의 아낙각의 합은 2직각이다.》 

(옳은 명제) 

《 :《 5 >7》일 때 q : 《 5 < 7》이 고 다시 q : 
«5>7» 이 다. 
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. . q — q 

※ 명제 jo 의 부정 을 만들 때 반드시 부정 명제 를 해석해 야 한다. 

[합명제] 

두 명 제 p ，《 에 대 하여 p , 《 가운데 하나라도 옳으 
면 옳다고 보는 새로운 명제를 명제 ；7 와《의 합명제라고 
부르고 p 、、/ q 弓: 표시 한다. V 《 는 p , 《 가 둘다 옳지 
않을 때만 옳지 않다. 

합명 제 p\J q 하 명제 값표는 다음과 같다. 


P 

公 

" V 公 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 


[례] p :《평행직선에서 엇각은 갈다.》(옳은 명제) 

《 :《 평 행 직 선에 서 같은자리 각은 다르다. » 

(옳지 않은 명제) 

pW q - 《평행직선에서 엇각은 같거나 같은자리 
각은 다르다.》(옳은 명제) 

[적 명제] 

두 명제 p , g 에 대 하여 p , " 가 동시에 옳을 때만 옳 
다고 보는 새로운 명제를 명제 "와 g 의 적명제라고 부르고 
p t\q 弓: 표시 한다. 

p /\q 는 p , ^ 가운데 하나라도 옳지 않으면 옳지 않다. 
적 명제 p Kq 하 명제 값표는 다음과 같다. 


P 

公 

P 卜 “1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 
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[례] 《직선 a，b 는 평행이 아니다. > (옳은 명제) 
q '■ 《직선 a , 스는 사귀지 않는다.》(옳은 명제) 
p Aq ： 《직선 a , 스는 평행도 
아니고 사귀지도 않 

는다.》(직선 a , 스는 / - --公 

어긴다.)(옳은 명계) 


[따름명제] 

두 명 제 p , g 에 대 하여 " 가 옳고 g 가 옳지 않을 
때 만 옳지 않다고 보는 새 로운 명 제 《 " 이 면 q 이 다. ) 를 


명제 p , 《의 따_명제라고 부르고 p—q 로 표시 한다. 
따름명 제 p ᅳ^ 의 명 제값표는 다음과 같다. 


P 

公 

p ᅯ q 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 


[례] P :《3각형 에서 두 변은 같다.》 
q :《3각형 에 서 두 각은 같다. » 
p — q ' 《3각형 에서 두 변이 갈으면 두 각은 같다. » 
따름명 제 p ■一 ■ q 에 서 명 제 가 성 립 하는 대 상들의 모 
임을 P , 명제 《가 성립하는 대상들의 모임을 Q 로 표시할 
때 P 와 Q 가 어 떤 전체모임 표의 부분모임 인 경 우를 보자. 
[례] P :《옹근수는 6의 배 수이 다.〉〉 
q ： 《옹근수는 합성수이 다.〉〉 

이때 따름명제 

p^q :〈〈옹근수가 6의 배수이 면 그 수는 합성수 
이 다. » 는 옳다. 

명제 P A 성 립 하는 대상들의 모임을 P , 명제 
《가 성 립하는 대상들의 모임을 Q 라고 할 때 P , 
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Q 는 어 떤 전체모임 표의 부분모임 이 라고 하자. 
이때 명제 옳으면 P c Q 이고 그 거 끌 

도 성 립 한다. 따름명 제 p — q 를 p 국 q 로 쓰기 
로 한다. 

[동등명제] 

두 명제 p , 《에 대하여 ( p -^ q ) A(q 나 p ) 인 새로 
운 명제를 두 명제 P ， 《의 동등명제라고 부르고 广나 
표시 한다. 

이것은 동등명제 p , 《 가 둘다 동시에 옳거나 옳지 
않을 때만 옳다는것을 말해준다. 

동등명제 "ᅳ g 의 명제값표는 다음과 같다. 


P 

公 

p ᅯ q 

q ᅯ p 

(p ᅯ公)/\(公ᅯ p ) 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 


[례] ZB = ZC 인 2등변3각형 ABC 가 있 다. 

P : 《 AABC 에서 AB = AC 이다. » (옳은 명제) 
q : « AABC 에 서 ZB = ZC 이 다.》(옳은 명 제 ) 
p ^ q ：{ AABC 에 서 AB = AC 이 면 ZB = ZC 이 다.》 
(옳은 명제) 

q-^p : 《 AABC 에서 ZB = ZC 이면 AB = AC 이다. » 
(옳은 명제) 

p ^ q ：{ AABC 에서 AB = AC^ZB = ZC 이 다. » 
(옳은 명제) 

[론리기히 

명 제 산법 에 쓰이 는 산법 기 호 一 , V ， A , — , 를 

론리기호라 고 부론다. 
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명제들에 여러가지 론리기호를 써서 보다 복잡한 합 
성명제를 만들수 있다. 

따름명 제 p ->q 에 서 조건 p 가 성 립 하는 대 상들의 모 
임 을 P , 결 론 g 가 성 립하는 대 상들의 모임 을 Q 로 표시 
할 때 P , Q 가 어떤 모임 표의 부분모임 인 경우를 보자. 

명제 "각《에서 《는 "이기만 하면 충분하다. 그리 
하여 "를 "이기 위한 충분조건이라고 부른다. 

다음으로 "화"에서 " 이기 위하여 필요한 조건은 q 
외에도 더 있을수 있다. 

실례 로 p : 직 2등변3각형 

《: 두 변이 갈은 3각형 
r : 직 3각형 (같은 두 변 이 만드는 각이 직 각) 
으로 놓으면 " 이기 위하여서는《 도 필요하고 r 도 필요하다. 

어쨌든 /»=>g 에서 이 기 위 하여서는 반드시 "가 필 
요하다. 

그리하여 q 를 "이기 위한 필요조건 이라고 부른다. 

그러면 必다《에서 p 는 《이기 위 한 필요조건도 되 
고 충분조건도 된다. 

따라서 p 다 q 를 《 " 이기 위해서는 "일것이 필요하 
고 충분하다. » 고도 말한다. 

[례] 1) 두 직선이 평행이 되기 위하여서는 같은자리 
각이 같을것이 필요하고 충분하다. 

2) 4각형 이 평 행4변형 이 되 기 위 하여 서 는 한쌍 
의 맞은변이 평행이고 같을것이 필요하고 충 
분하다. 

[명제의 산법법칙] 

두 합성명제 가 꼭같은 명제값표를 가질 때 두 합성명 
제 는 같다고 말하고 기 호 《 =》를 써 서 표시 한다. 
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[례] 급와 多 V 균의 명제값이 갈으므로 ~^q = pvq 


P 

公 

P 

q 

公 

PM 

p^q 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

i 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

i 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

i 


명 제 p , q , r 에 대 하여 다음 법 직 이 성 립 한다. 

1) 바꿈법칙 p \/ q = q \/ p 

p Aq = q a p 

p q = q p 

2) 묶음법칙 (pvq、)vr = pv(qvr、) 

(p Aq) Af = p A(q Af) 

3) 분배 법 칙 pv(qAr)=(pvq)A(pvr) 

p/\{q\/r)={pAq)\/{pAr) 

4) 쌍대 법 칙 p Aq = p\f q 


pvq=pAq 

[기본산법] 

론리 산법 ᅳ와 단는 론리 산법 一， V , A 에 의하여 늘 
표시할수 있 으므로 一， V ，八를 기본산법 이라고 부른다. 

론리산법에서 괄호가 없을 때에는 계산을 一， A , V ， 
ᅳ，단의 차례로 한다, 

[거꿀명제] 

명 제 />->《 에 대 하여 명 제 q p 를 거꿀명제라고 부론다. 
[례] " :《2 = 3》， 《 :《3 = 3》 에 대하여 

야 :《2 = 3 이면 3 = 3》 이 다. (옳은 명제) 
g ->":《3 = 3 이면 2 = 3》 이 다. (옳지 않은 명제) 

[안명제 (반대 명제)] 

명 제 戶 一>《 에 대 하여 p—q 를 안명제(반대명제) 라고 
부론다. 
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[례] p :《2 = 3》， q ： 《3 = 3》에 대하여 
P :《2보 3》(옳은 명제) 
q ： «3^3» (옳지 않은 명제) 

이때 P 나 q: 《2 = 3이면 3 = 3》(옳은 명제) 

p^q :《2균 3이면 3부 3》(옳지 않은 명제) 

[거꿀안명제 (거꿀반대명제)] 

명 제 夕 -> 다 에 대 하여 q—p 를 거꿀안명제(거꿀반대명제) 
라고 부른 다. 

[례] 公:《2=3》, q ： «3=3» 

q^p : 《3균 3이면 2숏 3》(옳은 명제) 

[명제호상관계] 


명제 — 《 에 대 하여 거물명제 q _+ p ， 안명제 (반대 
명 제 ) p^q ， 거 꿀안명 제 (거 쿨반대 명 제 ) q->~p 사 이 에 는 다 
음의 관계 가 있다. 



따 라서 p ^-q = q -> p , q_) p = p-)q 
p -> q ^ q p , p - 누 q p q 
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[명제의 증명] 

- 증명 

명제가운데는 옳은것도 있고 옳지 않은것도 있다. 명 
제가 옳으면 옳다는것을 밝혀야 하며 옳지 않으면 옳지 
않다는것을 밝혀야 한다. 

명제가 옳다는것을 밝힐 때 짐작하거나 대강 따져보 
는것이 아니라 명제의 조건으로부터 명제의 결론을 이미 
아는 성질(공식，법칙) 또는 공리，정의, 이미 증명된 명 
제를 리용하면서 이끌어낸다. 이와 같이 하는것을 증명이 
라고 부른 다. 

이미 증명된 명제를 정리라 고 부론다. 어떤 정리를 증명 
하기 위하여 먼저 설정하고 증명하는 예비명제를 보조정리라 
고 부론다. 

※ 주어진 정리의 거끌명제와 안명계가 옳으면 그것을 각각 주 
어진 정리의 거꿀정리,안정 리라고 부론다. 주어진 정리의 거꿀안명제 
는 반드시 성립하기때문에 그것을 주어진 정리의 거꿀안정리라고 
부를수 있다. 

一증명법 

증명법에는 직접증명법，간접증명법이 있다. 

수학적귀납법은 독립적인 증명법으로 볼 때도 있지만 
직접증명법에 포함시킨다. 

[직접증명법] 

명제의 조건을 리용하여 명제의 결론이 성립되는가 
안되는가를 직접 밝히는 증명법을 말한다. 

직접증명 법 에는 종합적 방법 , 해석적 방법 이 있다. 

종합적방법은 명제의 조건으로부터 출발하여 일련의 판 
단을 거 쳐 서 결론에 이 르는 방법 이 다. 
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해석적방법은 명제의 결론으로부터 출발하여 일련의 판 
단을 거쳐서 명제의 결론이 얻어지기 위해서는 어떤 조건 
이 필요한가를 차례로 따져가면서 명제의 조건에 귀결시 
키는 방법 이 다. 

[례] fl >0 ，b >0일 때 안^를 증명 한다고 하자. 

종합적방법. 명제의 조건 fl 之 0， b > 0으로부터 
4 a , 4 b 가 뜻을 가지 며 이 때 


(ra-4bf> 

a -\- b -2 yfab 


>0 


a + b>24ab 


^->4 ab 

와 같이 명제의 결론이 얻어 진다. 

해석직방법. 명제의 결론 f >#으로부터 

으는 一 v “>0 

a+b-2y[ab >0 

(▲-사 >0 (a>0, b>0) 

이 리하여 명제의 결론이 옳을수밖에 없다. 즉 

부 >•“ 

[수학적귀납법] " 

수학적귀 납법 은 직 접증명 법 에 속한다. 

자연수와 관련되 는 명 제 들의 렬 ( S „) 이 있 어 서 어 떤 
자연수렬 

k, 走 +1, k + 2, ••• ， n, ••• 

에 대응하는 수학명제들의 렬 

s ^：， s 足나， S 足+2，."， S w ， 
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을 고찰할 때 

1) S , 가 성 립 하고 

2) 임의의 « 에 대하여 S „ 이 성립한다는 가정밑에서 
S „ +1 이 성 립 한다는것 이 밝혀 지 면 모든 S 人 t = k , 쇼 + 1, …) 이 
성 립 한다고 단정하는 방법 이 다. 

여기서 k 는 1부터 일수도 있고 문제 에 따라 2 또는 
그 이상일수도 있다. 

[간접증명법] 

주어 진 명제대 신에 그것 과 동등한 명제 를 증명 함으로 
써 주어 진 명제 가 성 립 한다는것 을 간접 적 으로 긍정하지 
않을수 없게 하는 방법 이다. 

간접 증명 법 은 직 접증명 법 을 적 용하기 어 려 운 경 우에 
흔히 쓴다. 

간접증명법에는 귀유법, 전환법, 동일법이 있다. 여 
기 서 대 표적 인것 은 귀유법 이 다. 

귀유법은 명제의 결론을 그와 반대로 가정하고 거기서 
부터 이미 알고있는 공리, 정리 또는 명제의 조건에 어긋 
나는 결론이 얻어지기때문에 명제의 결론이 옳지 않을수 
없 다(옳다) 고 단정하는 방법 이 다. 

[례] a , 스가 동시 에 짝수이거 나 홀수이면 a + 스는 짝수 
라는것 을 귀유법 으로 증명하자. a , 쇼 가 동시 에 
짝수(홀수)인데 도 + 6 가 홀수라고 하자. 그러 면 
a 가 짝수 (홀수) 이 면 스 는 홀수 (짝수) 여 야 한다. 

이것은 a , b 4 동시에 짝수(홀수)라는데 어긋난다. 

따라서 a +6 는 짝수일수밖에 없다. 즉 짝수이다. 

전환법은 몇개의 정 리의 조건들이 있을수 있는 모든 
경우를 망라하고있으며 정리의 결론들이 서로 다르면 정 
리 의 거 끌들도 성 립 한다는 증명 법 이 다. 
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실례로 AABC 에서 ZA , ZB , ZC 의 맞은변의 길이 
를 각각 a , b , c 라고 하면 ZC 가 뾰족각，직 각，무딘각인 
경우에 각각 

公 2 +公 2 〉 C 2 ， 公 2 +公 2 = c 2 , 公 2 +公 2 < c 2 

이 성립한다. 이때 조건은 있을수 있는 경우가 다 망라되 
여있으며 결론은 서로 다르다. 따라서 거물이 성립한다. 

동일법은 도형 표가 A 라는 성질을 가진다는것을 증명 
하기 위하여 A 라는 성 질을 가지 는 도형 巧을 생 각하고 F 
와 이 한 도형 이라는것 을 밝힘 으로써 증명하는것 이 옳 
다고 확정하는 증명방법 이 다. 

이 밖에 도 명제 가 성 립하지 않는다는것 을 밝힐 때 반 
례 를 드는 방법 , 존재명제 를 증명할 때 조건에 맞는 대 
상의 례 를 하나만이 라도 들면 증명 되 는 방법 도 있다. 

이밖에 구체적인 명제의 내용에 따라 독특한 증명법 
이 있다. 
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제 9 장. 도형의 방정식 


1.백토르 


[백토르] 

크기와 방향을 가진 선분을 백토르 라고 부론다. 
끝점 이 A , 표인 벡 토르 元효와 같이 표시한다. 


A B 

벡토르 ᄑ에서 A 를 벡토르의 첫 점，표를 벡토르의 끝점 
이 라고 부른다. 

벡 토르는 한개 의 글자로도 표시한다. 

a 또는 u 

벡토르 에서 선분 AB 의 길이를 벡토르 의 크기 
또는 길이라고 부르고 고료 와 같이 표시 한다. 

벡 토르 a 의 크기 는 | 引 와 같이 표시한다. 


길이가 1인 백토르를 단우 I 백토르 라고 부론다. 

길이 가 0인 백 토르를 령백토르 라고 부르며 0 혹은 3으 
로 표시하기도 한다. 


두 벡토르의 크기와 방향이 
같을 때 그 두 벡 토르를 같은백토르 
라고 부른다. 

그림에서 AB = AjB ! = A 2 B 2 



벡토르 히를 K 효의 반대백토 르라 
고 부르고 -玄5 와 같이 표시한다. 


A AB B 
A BA B 
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[백토르의 합과 자] 

서로 평행이 아닌 두 벡토르 a , 용가 동일한 첫 점 
O 를 가지 게 하면 0 A = 3, 0 B = ^ 로 표시할수 있고 
0 A , 石§를 변으로 하는 평 행4변형 OACB 의 대 각선으로 

표시된 벡토르。근 = 은에 의하여 벡토르 금와 융의 합을 
정 의 한다. 

이 것 을 c = a + 궁 로 표시 하 

고 은 를 a 와 궁 의 백토르의 합 
이라고 부르며 이 방법을 벡 
토르합의 평행4변형법직이라고 
부론다. 여기서 료 = 이므로 
수학에서는 벡토르의 합을 다 
음과 같이 도 정 의한다. 

벡토르 급와 용의 합이라는것은 료의 끝점과 궁의 첫점 
을 일치시키고 급의 첫점을 첫점으로 하고 금의 끝점을 끝 
점 으로 하는 새 벡토르 금를 말한다. 

벡토르의 합에 대 하여 다음의 성질이 성 립한다. 
a + b = b + a (바꿈법칙) 

(a + b ) + c = a + (b + c ) (묶음법칙) 

a + 0=0 + a=a 

—► —*■ —* — » -* 

a + (- a )=(- a ) + a =0 

벡토르 금 +(- S ) 를 금와 융의 차라고 부르고 금-융와 
같이 표시한다. 
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[백토르에 수를 급하기] 


벡토르 금와 수 고가 주어졌을 때 다음과 같은 벡토르 
를 급에 수 고를 곱한 적이 라고 부르고 끄로 표시 한다. 

① 고〉0이면 크기는 금의 크기의 A ᅭ 

배이고 방향은 도의 방향과 같은 벡토르 」느_개 

② /1<0 이면 크기는 금의 크기의 |자 A >0 ——쇼——^ 
배이고 방향은 금의 방향과 반대인 벡토르 A<Q t Aa 

③ 2=0이 면 령벡 토르 

백토르와 수와의 곱하기는 다음과 같은 성질을 가진다. 
A(a + b ) = Ad + Ab 

(A + fu)a =Aa + jua 
( A / j)a = A -( jua ) 


\ a=a 


여 기 서 A , // e R 

[공선백토르] 

두 벡토르가 방향이 같거나 반 
대일 때 또는 두 벡토르가운데서 적 
어도 하나가 금일 때 이 두 벡토르는 
공선이라고 부른다. 

이 것을 5//료 와 같이 표시한다. 



6 가 아닌 두 벡 토르 a ，융 에 대 하여 
a lib b = ma , m eR 
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[자리표백토르] 

자리표계에서 자리표축의 정의 방향으로 향한 단위벡 
토르들을 자리표백토르 라고 부론다. 

직 선자리 표계 에 서 자리 표백 토르를 1, 평 면직 각자리 표 
계 에서 자리표벡 토르들을 각각 I , ] , 공간직 각자리표계 에 
서 자리표벡 토르들을 각각 I , J , 포로 표시한다. 

자리표벡토르를 리용하여 자리표계를 표시할 때에는 
다음과 같이 쓴다. 


직 선자리표계 {O ： 

n 


(직선) 

평면직각자리표계 

(o ： 

i ,]} 

(평면) 

공간직각자리표계 

(o ： 

i , j , k } 

(공간) 

점 보이 주어졌을 

때 

자리표원점을 

첫점 으로 하고 점 


M 을 끝점으로 하는 벡토르 5교을 점 M 의 자리백토르 라고 
부른다 • 

[백토르의 자리표] _ 

직 각자리표계 {◦: ; c , 기，카가 "" 

주어졌다. ' yr M ( x , y , z) 

점 M { x , y , 가의 자리벡 토르 Ayf 

의 자리표표시는 다음과 같다. yf ] y 

OM = xi + yj + zk 시’ 1 

또는 OM = {:\[：, y , z } 

이 때 { x , y f 가를 백 토르 ^ i 의 자리표 또는 성분이 라 
고 부른 다. 

평면에서 직각자리표계 {◦: jc , j } 가 주어졌을 때 점 
MOc, 7) 의 자리벡 토르 의 자리표표시 는 

OM = xi + yj 
또는 OM = { x , ;；} 이 다. 
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주의. 평 면에 서는 늘 z =0 인것 으로 생 각할수 있으므로 공간에서 
얻어진 식들에서 z 마디를 없애면 평면에서 성립 하는 식이 얻 어진다. 
그러므로 앞으로 공간에서만 생각하기로 한다. 

백토르 玄 i 의 자리표 

두 점 A (지，九, 각) 와 B ( jc 2 , y 2 , z 2 ) 주어 졌 을 때 벡 
토르 표급의 자리표표시 는 다음과 같다. 

AB = ( x 2 - x^i + ( y 2 - 九 )j + ( z 2 - 지 .) 灰 

또는 

AB = {(次 -지), { y 2 - y i ), ( z 2 - z x )} 

[례] A (4, -3，1)， B ( l , 5, -2) 일 때 툐 i 의 자리표표시 
AB = (1-4) i +(5+3) j +(-2-1) k =~3 i +8 j ~3 k 
또는 

AB = {(1-4), (5+3), (-2-1)} = {-3, 8, _3} 

[자리표로 주어진 백토르의 선형산법] 

a = a x i + a y j + a z k 

b = bj + b y j + b z k 

일 때 

a + b =( a x + b x )i + ( a v + b y )j + ( a z + b z )k 

또는 

a+b = {( a x + b x ), ( a y + b y ), { a z + b z )} 
a - b =( a x - b x ) i + (a v - b y ) j +{ a 2 - b z )k 

또는 

a-b = {( a x - b x ), ( a v - b y ), ( a z - b z )} 

Aa = Aa x i + 入 a y j + Aa z k 

또는 

Aa = \ Xa x , Aa y , Aa z ) 
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[두 백토르의 스칼라적] 

두 벡토르 5와 료의 길이들과 이 두 벡토르사이의 
각의 코시누스값의 적으로 되는 수 

A 

|5||툐 | cos(a b ) 

를 5와료의 스칼라적이라고 부르고 a-b 또는 (5, 호) 로 
표시 한다. 

A 

즉 a - Z ? = | a | b cos(a b ) 

一 스칼라적의 성질 

① 5.6 =6 ( 바꿈법 칙) 

(受) (a + b)-c = a-c + bc 

a -( b + c ) = a-b + a-c (분배 법 칙) 

③ ( Aa)-b = A ( a - b ) 

( a - Ab ) = A ( a - b ), AgR 

④ a-s = \3\ 2 

⑤ a •툐 = 0亡令5丄6 

⑥ a = aj + a y j + a z k , b = b x i + b y j + b z k 일 때 

= a x b x + a y b y + a z b z 

[백토르의 길이] 

벡 토르 a = a x i + a y j + a z k 의 길 이 는 

H 

※ 두 점 A(x 1? 少 l5 Zj) 와 B( x 2 , y 2 , z 2 ) 사이의 거 리 는 
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[두 백토르사이의 각] 

두 벡 토르 a = a x i + a y j + a z k , 玄 : Zy ’+ Z 노/+6:툐 사이 의 
각의 코시누스값은 


cos(a 公) = 


a A + a y b y + a.b. 
^Ja 2 x +a 2 y +a；^ b\ + ~b) + b] 


[례] 두 벡토르 a = {2，-6，-3} 와 b = {3, 0,-4} 사이 
의 각의 코시누스값은 


cos (« b): 


2 . 3 +(- 6 ). 0 +(- 3 ).(- 4 ) 


、 j2 2 +(— 6) 2 +(- 3 ) 2 、 j3 2 + 0 2 +(- 4) 2 


6+12 


이므로 수표를 


~ V49-V25 
리 용하면 


=||« 0.5142 


a b = 59° 


[두 백토르의 백토르적] 

두 벡토르 5와 표의 벡토르적이란 다음 조건을 만족 
시키는 벡 토르 c 를 말한다. 

A 

① jc | = | a || fe | sin(a b) 

② c 는 a , 툐 가 놓이 는 평 면에 수직 이 며 5 와 표 의 
방향으로 오른손의 첫 두손가락을 각각 펴 고 셋째손가락 
을 그것 들과 수직되 게 폈을 때 셋째손가락이 향하는 방향 
을 가진다. 

벡토르 5, 표 의 벡토르적을 axb 또는 [a, 幻와 같이 
표시 한다. 

백토르적의 성질 

① ax 公 = _公 xg 

② a ， 호 가 령벡토르가 아닐 때 Sxb=0<^ a , 玄 는 공선 
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[백토르적의 자리표표시] 

두 벡토르가 

a = a x i + a',j + a z k 
b = bj + b y j + b z k 
일 때 벡토르적의 자리표표시는 


axb = 

아 公 z 

i + 

a z a x 

] + 

a x a y 


b y b z 


b z b x 


b x b y 


또는 



5 x 公 = a x a y 


k 



K 


[례] 벡토르 5 = {2， -6, 5} 와 b ={4, -3， 1} 의 벡 

토르적 을 구하여 라. 


axb = 2 -6 
4 -3 


k 

5 =9/ +187 + 18 ^ 


2. 평면에서 직선의 방정식 
[도령의 방정식] 

X ， 7에 관한 방정식을 fix, >0=0이라고 할 때 모임 
F = {(X y)\f(x, 7 ) = 0} 을 방정 식 f(x, 少) =0 으로 정해지는 
도형 , fix, 必 =0을 도령 F 의 방정식이 라고 부른 다. 즉 

M(;c, y)GF^f(x, 乂 ) = 0 일 때 fix, 7)=0 을 도령 표의 
방정식이라고 부론다. 
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[방향백토르에 의한 직선의 방정식] 

직선에 놓이거나 직선에 평행인 벡토르가 주어졌을 
때 그것을 직선의 방향백토르라고 부론다. 

이제 직선 씬과 그의 방향벡토르 

a 가 주어 졌다고 하자. 

직 선 씬 에 서 어 떤 점 P Q 을 잠으면 

P 0 에 는 자리 벡 토르 & = 瓦 이 대 응한다. 

다음으로 직선 '에서 임의의 점 P 
를 잠으면 P 에는 자리 벡토르 OP * = P 
가 대응한다. 이때 

P 0 P = ta , t gR 

그런데 

P^-P-Po 

I 다리써 

P = P 0 + fa , f g R 

점 P 가 직선 '의 점이 아니면 @는 a 와 평행이 아 
니 다. 

그러 므로 이 런 점 P 에 대 해서 는 우의 식 이 성 립하지 
않 는다. 

우의 방정식을 직선 '의 백토르방정식이라고 부론다. 
이제 OP = {ᄌ, y ), OP 0 ={ jc 0 , y 0 }, a = { a x , a v } 라고 하면 

직선의 벡토르방정식은 

x = x () -\- a Y t _ 

\ ， teR 
y=yo+ a y t 

모양으로 표시된다. 

이것을 직선 씬의 보조변수방정식이라 
고 부르며 ?를 보조변수라고 부른다. 
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보조변수방정식에서 f 를 없애면 
x - x 0 一 y - y 0 

a x a y 

이 방정 식 을 방향백토르에 의한 직선의 방정식이 라고 부론다. 
[방향결 수에 의 한 직선의 방정식 ] 

직선 ' 이 jc 축의 정 의 방향과 e 만 
한 각을 이 룰 때 及 = tan 分(分굴 90°) 를 직 
선 씬의 방향결수(또는 각결수)라고 부론다. 

점 Po (자，개) 을 지 나며 방향곁수 
가 소인 직선의 방정식은 다음과 같다. 
y - y 0 = k { x - x 0 ) 

특히 직선이 점 B (0, 的를 지나는 경우에는 
y = kx + b 

이 방정식들을 방향결수에 의한직선의 방정식이 라고 부론다. 
[두 점을 지나는 직선의 방정식] 

두 점 A (지，기)， B (; c 2 ， j ； 2 ) 를 지 나는 직 선의 방정 식 은 
x~Xj — y-y x 

y 2 ~y\ 

이 방정 식 을 두 점을 지나는 직선의 방정식이 라고 부론다. 

yk 

\ b ( o , b ) 

\A(g, 0) 

"0 、\、 

특히 두 점 A ( a ，0) 와 B (0, 이 를 지 나는 직 선의 방정 

식 은 

즈고 = 1 
a 公 

이 다. 이 방정 식 을 단편에의한 직선의 방정식이라고 부른다. 

232 





[법선백토르에 의한 직선의 방정식] 

주어진 직선에 수직인 백토르를 이 직선의 법선백토르 
라고 부른 다. 

점 P 0 ( x 0 , 개) 을 지 나며 벡 토르 n = ai +bj 가 법 선벡 토 
르인 직선의 방정식은 직선의 임의의 점 POc , 必에 대하 
여 P 0 P _«=0 이므로 幻 i (; c -; t 0 ) + 公 (少-)切) = 0 으로 표시된다. 

이 방정 식 을 법선백토르에 의한 직선의 방정식 이 라고 부론다. 

[직선의 일반방정식] 

모든 직선의 방정식들은 다음과 같은 모양으로 바물 
수 있다. 

ax + by + c = 0 

여 기 서 a , b , 

사실 앞에서 고찰한 여러가지 모양의 직선의 방정식 
들은 늘 ox + £^ + c = 0 으로 변형 할수 있 다. 

이 방정 식 을 직선의 일반방정식이라고 부론다. 

[두 직선의 평행조건과 사귐조건] 

두 직선 

t x : a x x + b l y + c x =Q 
t 2 '■ o 2 x + b 2 y + c 2 = 0 
이 주어졌 다고 하자. 

직선 사의 법선벡토르는 H^aJ + bJ 

직선 句의 법선벡토르는 n 2 = a 2 i + b 2 ] 

이때 직선 식과 句의 위 치관계를 보자. 

ᅩ 두직선의평행조건 

公 j /" 2 <三> 미 //«-> 이므로 i x H 1 2 < J ^> — = — 

ᅳ «2 公2 

시 //식 인 경 우는 시 과 식 가 일 치 하는 경 우도 포함하 
는것으로 본다. 
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一 두 직선의 사귐조건 

1'%^' ◎ n x Hn 2 이 므로 

句 ;公손 2 « 쓰냐 요 U 2 우 0， z ， 2 부 o 인 경 우) 

公2 b 2 

결국 두 직선 句, 신에서 

1) 시//句 (또는 일치) » 두 직선의 일반방정식에서 X ， 
7의 곁수가 비례한다. 

2) 싰관 2 « 두 직선의 일반방정식에서 X ， 기의 곁수가 
비례하지 않는다. 

[두 직선이 이루는 각, 두 직선의 수직조건] 

두 직선 

i x : a x x + b x y + q = 0 
씬 2 : a 2 x + b 2 y + c 2 =0 

이 주어졌 다고 하자. 

직선 사의 법선벡토르는 
n x = a x i +bj 

직선 句의 법선벡토르는 
n 2 = a 2 i + b 2 j 이 므로 
n x -L ^, n 2 2 

그러 므로 시 과 句 사이 의 각 (9 는 직 H 2 과 같다. 즉 

A 

0 = n x n 2 

따라서 두 직선사이의 각은 C 0 S ^= , T 2+ ^ b2 

， M + b i 、 l a i +b i 

그리 고 숀 i 丄 숀 2 => cos 分 = 0 즉 a x a 2 + b x b 2 = 0 
※ 두 직선의 평행조건，수직조건을 방향결수에 의하여 표시하면 
i 2 ok ' = k 2 

£오 丄 之 2 ^ k ' k 2 = —1 



234 



3 .원뿔끅선 


[원뿔국선] 

그림에서와 같이 원를을 평면으로 
자를 때 원둘레，타원, 쌍곡선，포물 
선들이 생긴다. 

그러므로 이런 곡선들을 통털어서 
원뿔곡선 이 라고 부론다. 

그런데 원률곡선의 방정식들은 
모두 X ，7 에 관한 두변수2차방정식 
으로 된다. 

그러므로 원률곡선을 2차끅선이 라고도 부론다. 

[원둘레] 

주어 진 점 O 로부터 일정한 거 리 ( r ) 에 있는 점 보들의 
모임 { M|MO = r } 을 중심 이 O , 반경 이 r 인 원둘레 라고 부론다. 

[원둘레의 방정식] 

중심 이 0( a , 均，반경 이 r 인 원둘레 의 방정 식 은 

( x - a ) 2 +( y - b ) 2 = r 2 

이 방정 식 을 원둘레의 표준 방정식이라고 부론다. 

중심 이 0(0， 0) 에 있는 경 우 원둘레 의 방정 식 은 
x 2 + y 2 = r 2 


원둘레 



일반적으로 원둘레의 방정식은 x 2 + y 2 + 2 ca + 2 by + c = 0 
으로 표시 되 는데 jc 2 ， / 의 곁수가 같고 령 이 아니 며 ^ 
마디가 없는것 이 특징 이다. 
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M ( x , y ) 


(0< t < 2 k ) 



- 원둘레의 보조변수방정식 

중심이 0(0, 0) 에 있고 반경이 r 인 
원둘레의 임의의 점 MU , >0에 대하여 

즈급 과 ^축사이 의 각을 ᄉ라고 하면 

[x = rcost 
[y = rsint ' 

이 다. 

이 방정식을 f 를 보조변수로 하는 원둘레의 보조변수방정식 
이 라고 부른다. 

[타원] 

평면에 정해놓은 두 
F^F 까지의 거리의 합이 
(2 fl ) 한 점 들의 모임 

E = { M|MFi + MF = 2 a } 

를 타원이 라고 부론다. 

이때 점 더， F 를 타원의 초점이라고 부른다. 

타원이 x 축과 사귀 는 점 을 A , 시 , 축과 사귀 는 점 을 
B , B ； 이 라고 놓으면 

A (公, 0), Aj (- a , 0), B (0, b ), B ^ O , -公) 



Ai (~ a , 0 )、、、O 


근 


B (0, b ) 




0) 


Bi (0, ~ b ) 


이때 선분 시사=2비를 타원의 긴축， 선분 BBi (=2 均 을 
타원의 짧은축이 라고 부르고 a 를 긴반경, b 를 짧은반경이 라 
고 부른다. 
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[타원의 방정식] 

- 타원의표준방정식 

선 분 F^F 의 가운데점 을 자 
리 표원점 O 로 정 하고 점 F l5 F 
를 지나는 직선을 x 죽, O 에서 
선분 F^F 에 수직 인 직선을 축 
으로 잡자. 

로 놓으면 



Fi(-c ， 0) ， F(c, 0) 

타원 표의 임의 의 점 을 Mix , _ y ) 라고 하면 
MFj + MF = 2 a 

그런데 MF ^^ x + cf + y 2 , MF = ^( x - c ) 2 + y 2 이므로 


^( x -\- c ) 2 + y 2 - f -- J ( x - c ) 2 - hy 2 =2 a 


이 식을 변형 하고 “ 2 - c 2 =& 2 ( fe 〉0) 으로 놓으면 
그 ”2 


한편 MU , 7) 安 E 이 면 


그 2 


今] 


公 


임 을 증명할수 있다. 
이 리 하•여 


2 ”2 


M( - 서야 +F 


방정식 


그 J 


= 1을 타원의 표준방정식 이 라고 부른다. 
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一 타원의보조변수방정식 

타원의 긴 반경 이 a ，짧은반 
경 이 b , 타원의 점 M(x, 少)에 
대하여 OM 이 x 축의 정의 방향 
과 이 루는 각을 « 라고 할 때 
x = a cos a 
y = bsina 

을 타원의 보조변수 방정식이 라고 부른다. 여 기서 a 는 보조변 
수이 다. 

[타원의 기하학적성질] 

① 타원은 선 X = ±a, = d 소 로 둘러 싸인 직 4 각형 안에 

놓인다. 


(a, 0) 


사실 타원의 점 의 자리표 Oc ， 必 는 

~ 2 ~ 1 - 72" - 1, W - M 브公 
a 公 

② 타원은 JC 축과 축 그리 고 자리 표원점 에 관하여 
대칭이다. 따라서 JC 축과 축은 대칭축이며 자리 표원점은 
대 칭중심 이 다. 타원의 대 칭중심 을 타원의 중심이 라고 부 
른다. 

③ 타원의 정점: 타원과 x 축 및 ^축과의 사귐점을 타 
원의 정점이라고 부른다. 타원의 정점의 자리표는 

(a, 0), (-a, 0), (0, b), (0, -均 이 다. 



少; 


，， - 


0 

、、 _ 

_， 




M ( x , y ) 
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④ 타원의 리심률: 타원에서 e = 드 를 타원의 리심률이 

公 

라고 부른다. 

a > c >0 이므로 0<e<l 이 다. 이 면 타원은 원에 가 

까와가고 이면 타원은 직선에 접근한다. 

⑤ 타원의 준선: 타원에서 씬 : jc = ±^ 인 직선을 타원의 

公 

준선이라고 부른다. 




、少 

- 、、‘ 

£ 


( 八 ^ 

/、) 



V^O 








타원의 점 에 서 초점 까지 의 거 리 와 준선 까지 의 거 리 의 
비 는 일정하다. 

[쌍끅선] 

평면에서 정해놓은 두 점 Fi，F 까지의 거리의 차가 일 
정 (2a) 한 점 들의 모임 을 쌍곡선이라고 부론다. 

이때 점 F 1； 표를 쌍곡선의 초점이 라고 부론다. 

쌍곡선 이 jc 축과 사귀 는 점 을 A 1； A 라고 하면 

Aj {—u, 0) ， A(a, 0) y ^ 

이 때 선분 식쇼(= 2버 를 가^ )0 

쌍곡선의 실축，선분 OA 또 F^-c, oT/ao «W C , 0)* x 
는 그 길이 a 를 실반경이라 / \ 

고 부른 다. 

기축에 서 두 점 라(0, -b) , B(0, 均 를 잡았을 때 선분 

피： 6(=2的를 허축，선분 OB 또는 그 길이 b 를 허반경이라 
고 부른다. 
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[쌍곡선의 방정식] 

- 쌍곡선의 표준방정식 

초점이 F^-c, 0), F(c, 0) 이고 쌍곡선의 임의의 점 

MOc, 기)에 대 하여 |MFi-MFl=2a 인 쌍곡선의 방정 식 은 

2 2 
义 -1 

2 八 2 _ 호 

a 公 

여기서 b 2 = c 2 - a 2 >0 

이 방정 식 을 쌍국선의 표준방정식이 라고 부론다. 


- 쌍곡선의 보조변수방정식 

쌍곡선의 임의의 점 MO, 기에서 x 축에 수직인 직선을 


내리고 그 밑점을 B 라고 하자. 

점 묘에 서 원 0(a) 에 접 선 BA 


를 그었을 때 ZAOB = «; 라고 하면 
쌍곡선의 보조변수방정식은 
fx = aseca 

[ _y = Man 幻 r 


a e 





[쌍곡선의 기하학적성질] 

① 쌍곡선은 x > a , x<-a 인 
구역에 놓이는 무한곡선이 다. 
사실 쌍곡선의 자리표 ( JC , 


少)는 즈^1이므로 |뇌느이 다. 



② 쌍곡선도 타원처 럼 JC 축과 jv 축 그리 고 자리 표원점 에 관 
하여 대칭이다. 이 대칭중심을 쌍곡선의 중심이라고 부른다. 

③ 쌍곡선의 정점: 쌍곡선과 자리표축과의 사귐점을 


쌍곡선의 정점이라고 부른다. 

쌍곡선은 두개 의 정 점 ( a , 0)， (- a , 0) 을 가전 다. 


240 




④ 쌍곡선의 점근선: 쌍곡선의 방정식을 고쳐쓰면 


少 = 



_ CI 


2 


1사분구에 있는 쌍곡선의 
가지 y -次 2 비와 함께 

직선 y = - x^r 살며보자. 



公 次 



이 므로 x 자리표가 같은 쌍곡선과 직 선의 점 을 각각 
M ( x , y ), M x ( x u 사)이 라고 하면 y x >y 


따라서 쌍곡선은 직선 
-y = ^( x - ylx 2 - a 2 ) = 


y = —x 아래 에 

公 


公 a 


2 



놓인다. 


•X + 


ab 



즉 JC 가 커 감에 따라 쌍곡선 이 직 선 7 = 으；«： 에 한없 이 

公 

가까와간다. 

이 직선을 쌍곡선의 점근선이 



公 


리심률이 라고 부른다. 

쌍곡선에서는 c > a >0 이므로《〉1 이다. e 가 를수록 
쌍곡선의 가지는 벌어지며 이면 가지는 접근한다. 
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⑥ 쌍곡선의 준선: 쌍곡선에서도 느=±으 인 직선을 

e 

쌍곡선의 준선이 라고 부론다. 쌍곡선의 준선은 e>l 이므로 
쌍곡선가지안에 놓인 다. 쌍곡선의 점 으로부터 초점 까지 의 
거 리 와 준선까지 의 거 리 의 비 는 일 정 하다. 



쌍곡선의 공액쌍곡선이 라고 부른다. 


[포물선] 


평면에서 정해진 점 F 와 주어진 직선 £까지의 거리 
가 같은 점 보들의 모임 을 포물선이 라고 부론다. 

이 때 점 표를 포물선의 초점, 직 선 £을 포물선의 준선 
이 라고 부른다. 

[포물선의 방정식] 


- 포물선의표준방정식 

KF = p 라고 하면 

F (|，0) ，헤。1 ^=-| °J 
의 방정식은 

/ = 2 Px 



이 방정 식 을 포물선의 표준방정식 이 라고 부론다. 
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- 포물선의 보조변수방정식 

포물선 /=2丹에서 y = t , 化묘로 놓으면 
_ t 2 . R 

X= 땅 teR 

따라서 포물선의 보조변수방정식은 

.2 


2/7 


[포물선의 기하학적성질] 


① 포물선 少 2 =2 jrx 에서 (土乂) 2 = 2 /xc 이 므로 x 죽이 대 
칭축이 라는것 을 알수 있다. 

② 포물선과 대 칭 축과의 사귐점 을 포물선의 정점이라 
고 부른다. 


③ 포물선 /=2 jot 는 " 에 따라 다음과 같은 모양을 
가전다. 




또한 포물선의 방정식은 戶=2公 v 와 같이 구할수도 
있 다. 

포물선 기 2 =2요 v 에서 는 죽이 대 칭죽이다. 

④ 포물선의 리심 률은 포물선의 점으로부터 초점까지 
의 거리와 준선까지의 거리의 비로 정의되는데 그것은 늘 
e = l 이 다. 
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[종합적으로 본 원뿔곡선] 



원 

타 원 

쌍곡선 

포물선 

기하학적 

조건 

주어진 점까지 
거리가 갈다 

주어 진 두 점 
까지 거리합이 
상수다 

주어진 두 점 
까지 거리의 
차가 상수다 

주어진 점과 
주어진 직선 
까지의 거리 
가 같다 

표준 

방정식 

( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 = r 2 

스+프 =1 

a 2 b 2 

2 2 
느丄 = i 
a 2 b 2 

y 2 = 2 px 

도형 

yj 

r 


少/ 

r 


y\ 

\ 

V , 

少/ 


나 

J x 

Vo 


> 

V 

"0 


정점의 
자리 표 


( 土公， 0),(0, 土公 ) 

( 土公， 0) 

(0, 0) 

대칭축 

•X 죽，少죽 
(길이 2 a ) 

X 축 (긴 반경 
길이 2 a ) 
y 축 (짧은반경 
길이 2 b ) 

X 축 (실 축길이 
2a) 

Y 축 (허 축길이 
2 b ) 

义축 

초점의 
자리 표 

(0, 0) 

i±c, 0) 

c = 、 la 2 - b 2 

(土 c, 0) 

c — 、 la 2 + b 2 

낫， 0 ) 

리 심률 

0 

0 < e<l 

e>l 

e=l 

준선의 

방정식 


a 

x = 土一 
e 

a 

x = ± — 
e 

x = -P- 
2 

점 근선의 
방정식 



,b 

y = ±—x 
a 



[자리표계의 변호 N 

자리 표계 {0: jc , 少} 를 벡 토르 石히 에 의 하여 새 자리 
표계 {0 1： 여, 此}로 평행이동하였을 때 자리표변환식은 

fx = x l + a 

[y = y\+t> 

이 다. 
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자리표계 { O : JC , 功 를 자리표원점주위 로 « 만큼 회 전 
시켜 새 자리표계 {0: 지,>나 로 변환하였 을 때 자리표변환 
식 은 

Jx =x 1 cos 公一 기 1 sin 公 
[_y = x t sin 公 + y l cos a 


이 다 • 


少) 

少 

、 少1; 


M 

少 1 

- ^ 


，ᄌ 

Oi 

Xi 그 

"0 


X ’) 



[원뿔국선 (2 차곡선)의 표준화] 

원룰곡선 (2 차곡선) 은 일 반적 으로 다음과 같은 모양을 
가전다. 

Ax 2 + 2Bxy + Cy 2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 
평행이동， 회전이 동에 의 하여 원를곡선의 방정식을 
표준방정 식 으로 만드는것 을 2차곡선의 방정 식 을 표준화한다 
고 말한다. 

원룰곡선의 방정 식 을 표준화하기 위하여 
① 먼저 자리표계를 회전이동할 때의 자리표변환식 
\x = x x cosa-y x sin a 
[y =x x sma + y x cos 公 

에 의하여 주어 진 방정 식 을 새 변수방정 식 으로 바꾸고 

이 들어있는 마디의 곁수가 0으로 되는 각以를 정한다. 즉 
-(A - C) sin 2a + 2B cos 2a =0 

의 풀이 로 되는 a 를 정한다. 

이 때 자리표계 {0: 지 少}를 « 만큼 회 전이동한 새 자 
리표계 {0: 지,此}에 서 원를곡선의 방정 식 에 는 지此 의 마디 
가 없어진다. 
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② 다음에 새로 얻어진 방정식을 

(지 _ fl ) 2 + (Vi - b ) 2 

1厂 - 1厂 _ 

또는 (지 - fl ) 2 : 오라此 -스)， (九 -均 2 =2 P (지 - a ) 모양으로 고 
치고 여기에 평행이동에서의 자리표변환식 

\x = x x +a 
\y = y x +b 

를 갈아넣는다. 

[례] 원률곡선의 방정식 x 2 -xy + y 2 +2 x ~4 y = 0 에서 
A = C = 1 이므로 cos 2« = 0 되는 «로 회전이 동 
하면 지기 이 든 마디 가 없어지 게 된다. a = 45° 
되 게 잡으면 자리표변환식 은 

x= ^-i x \~y\) 

< 

y = ^~( x i + 少 i ) 

로 된다. 이것을 주어진 곡선의 방정식에 갈아 
넣으면 

士 ( ᄌ 1 ~y\) 2 _ 士 ( 차 2 ~y\) + ^( x \ + Ji) 2 + 


+、[도 ( 、 x' — ᅳ Vi) — 2-\/2"(xj + y>i) = 0 


이 방정식의 왼변을 변형 
하고 정돈하면 다음과 같 
은 방정 식 을 얻는다. 
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따라서 평 행 이 동의 자리 표변환식 
지 = X + yfl , 
yi =Y + yf2 

을 이 마지막 방정식에 갈아넣으면 타원의 표준 
방정식 



을 얻는다. 

[극자리표계] 

평 면에 서 한 점 ◦와 이 점 을 지 나는 축 ； C 가 정 해지 면 
평 면에는 극자리표계 가 정 해졌다고 말하고 점 O 를 극점, 
义 축을 극축이 라고 부론다. 

극자리표계가 정해진 평면의 점 
보에 대하여 극점 ◦로부터 M 까지의 
거 리 r 를 점 보의 극반경 이라고 부른다. 

축 x 와 반직선 OM 사이의 각 ( p { f )<( p <， ln ) 를 이점의 
극 각이 라고 부르고 두 수의 렬 ( r , ( p ) 를 점 보의 극자리 표라 
고 부르고 M ( r , 피 로 표시 한다. 

[극자리표와 직각자리표사이의 관계] 

극축을 x 축으로 하고 극점 을 자리 
표원점 으로 하는 직 각자리표계 를 정 하 
고 점 보의 직 각자리표를 ( x , y ), 극자 
리 표를 ( r , ( p ) 라면 

\ x = rcos(p 
\ y = rs\ncp 
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[례] 극자리 표로 주어 진 점 M &, 의 직 각자리 표는 

ᄌ = 4 cos ■논 = -2 
3 

y = 4 sin 프프 = 2^/3 
3 

이 므로 점 보의 직 각자리표는 (-2, 2기/玄)이 다. 
[례] 직 각자리표로 주어 진 점 M ( l , -^)의 극자리표는 
r — 、jl + (― V 3) 2 = 2 

tan 分 = — y ^- = - V 3~ 

이고 점 보이 4사분구의 점이므로 (p = ^- 

3 

t 다라서 점 M 의 '극•자데는 ᄊ, 루 j 이 다. 

[원뿔국선의 극방정식] 

극자리표계가 정해진 평면에서 어떤 도형 도의 매 점 
의 극자리표가 두 변수 r , p 에 관한 방정 식 f { r , 여 = 0 에 
맞으며 도형 F 밖에 있는 점 의 극자리표가 이 방정 식 에 맞 
지 않으면 방정 식 /( r , 功 = 0 을 도형 표의 극방정식 이 라고 
부론다 • 

[례] 중심 의 극자리표가 C ( r 0 , 예)) 이 고 반경 이 묘인 
원둘레의 극방정식은 

厂 2 - 2 rr 0 cos (ᄍ -^ 0 ) + r 0 2 = R 2 

특히 원둘레의 반경이 R 이고 
직경 OA 의 한 끝점 O 가 극 
점 이고 극축은 石교방향을 가 
질 때 원둘레의 극방정식은 
r - 2 Rcos ^? °1 P K 



O 
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[례] 포물선의 준선이 £，초점이 
F , F 로부터 £까지의 거리 
는 모라고 하자. 

초점 표를 극점，포물선의 대 
칭축을 극축으로 할 때 포물 
선의 극방정식은 

' … P 
1 l-cos 。 

이 다. 



— ' 상 식 /- 

리만 (1826-1 866, 도이 a 란드) 

리 만은 《 리만기 하학》의 창시 자로 이름이 높다. 그는 결 
핵 으로 40년밖에 살지 못하였지만 리 만적 분，복소수함수론, 
미 분방정 식론, 리 만기 하학, 합렬론 등 여 러 수학령역 에서 특출 
한 공적을 남기였다. 

리 만은 1862년 에 이딸리아로 료양하러 떠 났다가 1866년 
거기서 돌아오지 못하고 사망하였다. 


4. 공간에서 평면과 직선의 방정식 

[도령의 방정식] 

冗，少, Z 에 관한 방정 식 을 F (; c , 八 이 = 0 이 라고 할 때 
모임 $ = {(X, y, z)\ F(x, y, z ) = 아 을 방정 식 F(x, 八 Z ) = 0 으 
로 정해지는 도형 F (; c , ᄉ z ) = 0 을 도형 必 의 방정식이 라고 
부른 다. 즉 

M(;c, y, z) e 3> F(jc, y, z) = 0 
일 때 F (^, 八 Z ) = 0 을 도령 •의 방정식이 라고 부론다. 
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[법선백토르에 의한 평면의 방정식] 

평면에 수직인 벡토르 H 을 그 
평면의 법선백토르 라고 부론다. 

점 M 0 (^ 0 , 7 0 , z 0 ) 을 지 나며 법 
선벡 토르가 표: ={ A , B , C } 인 평면의 
방정 식 은 



A(x - x 0 ) + B(j - y 0 ) + C ( z - z 0 ) = 0 이 다. 


이 방정식을 법선백토르에 의한평면의 방정식이 라고 부른다. 


[사귀는 두 직선을 포함하는 평면의 방정식 ] 


점 M 0 (^ 0 , y 0 , 4 ) 을 지 나며 사귀 는 두 직 선의 방향벡 토 


르가 d = { a x , a y , aj , b = { b x , b y , 之-} 인 평 면의 방정 식 은 


( ᄌ - 孔 )+ z x (y-y 0 ) + 


( z — z 0 ) = 0 


ᄌ一ᄌ o 少一少0 

a x a y a ._ =0 이다 • 

b x b y b z 

이 방정 식 을 사귀는두직선을포함 
하는 평면의 방정식 또는 방향백토르에 의 
한 평면의 방정식이 라고 부론다. 



[례] 점 M 0 (2, -5, 1) 을 지 나 

며 벡토르 5 = {1，4, 7}， 료 = {一4, 5，-2}에 평 
행인 평면의 방정식은 
x —2 _ y +5 z — 1 
1 4 7 =0 

-4 5 -2 

이므로 구하려는 평면의 방정식은 
43x + 267~21z + 65 = 0 
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[세 점을 지나는 평면의 방정식] 

세 점 A (지, y u z x ), B(x 2 , y 2 , z 2 ), C(x 3 , y 3 , z 3 ) 을 지 
나는 평면의 방정식은 

X-X x 少一少 1 Z-Zj 

x 2 ~xi y 2 ~yi 2 2 _와 =0이 다. 

제 게1 Z 3 ~ Z \ 

[례] 세 점 A ( l , 2, 3)， B (2, 1， 2), C (3, 3， 1) 를 
지나는 평면의 방정식은 
x -1 y -2 z -3 

2- 1 1-2 2-3 =0 

3- 1 3-2 1-3 

이 다. x 

행렬식을 계산하여 정리하면 

x + z — 4 = 0 

이것이 주어진 세 점을 지나는 평면의 방정식이다. 
[단편에 의한 평면의 방정식] AZ 

평면이 자리표축과 사귀는 점들을 cT 

A(a, 0 , 0) ， B (0, b, 0) , C (0, 0, c ) 이 

라고 할 때 a , b , c 를 각각 x 단편， y 

少 단편， z 단편이 라고 부론다. X A 

단편이 a , b , c 인 평면의 방정 식은 즈+++즈=1 이 다. 

公 公 c 

[평면의 일반방정식] 

X ， y, Z 에 관한 1 차방정 식 

Ax + B v + Cz + D = 0 
을 평면의 일반방정식이 라고 부론다. 

여기서 A , B , C . 는 동시에 령이 아니며 벡토르 
n = {A, B , C } 는 평 면의 법 선벡 토르가 된 다. 
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평면의 일반방정식의 특수경우들 

• D = 0 이면 방정식은 + Bv + Cz = 0 

이 것은 자리표원점을 지 나는 평면이 다. 

• C = 0 이면 방정식은 Ajc + Bv + D = 0 
이것은 z 축에 평행인 평면이다. 

• A = 0 또는 B = 0 이 면 방정 식 은 

B v + Cz + D = 0 
P、x + Cz + D — 0 

이것들은 각각 x 축 또는 기축에 평행인 평면이다. 

• C = D =0 이면 방정식은 

A ᄌ + B v = 0 

이것은 z 축을 포함하는 평면이다. 

A = D = 0 또는 B = D = 0 이 면 방정 식 은 
By + Cz = 0 
Ax + Cz = 0 

이 것 들은 각각 x 축 또는 축을 포함하는 평면이 다. 

• B = C =0 이면 방정식은 

Ax + D = 0 

이것은 ᄌ축에 수직인 평면이다. 

A = C = 0 또는 A = B = 0 이면 방정식은 
By + D = 0 
Cz + D = 0 

이것들은 각각 기축， Z 축에 수직인 평면이다. 

• A = B = D =0 이면 방정식은 

Cz = 0 즉 z = 0 (C ^ 0) 

이것은 xO_y 평면과 일치하는 평면이다. 

A = C = D = 0, B = C = D = 0 이면 방정식은 
By =0 즉 少 = 0 
Ax = 0 즉 x = 0 

이 것 들은 xoz , yoz 평 면 과 일 치 하는 평 면 이 다. 



• A , B , C , D 가 모두 0 이 아니면 방정식은 
Ax + B v + Cz + D = 0 

이것은 어느 자리표축에도 평행이 아니며 자리표원점 
도 지나지 않는 평면이다. 



Z 



A=B=D=0 


[직선의 보조변수방정식] 



주어진 직선에 평행이거나 직선에 놓이는 백토르를 
그 직선의 방향백토르 라고 부론다. ZL 

점 M 0 (知， y 0 , z 0 ) 을 지 나며 방 낫 ^ 

향벡 토르가 a = { m , n , 戶} 인 직선의 / 

방정식은 다음과 갈다. -^ 

fx = x 0 -\-mt 

\y = yo ~^ n ^ ( r 는 보조변수) 

+ pt 
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이 방정식을 직선의 보조변수방정식이 라고 부론다. 

[직선의 표준방정식] 

점 M 0 ( jc 0 , y 0 , z 0 ) 을 지 나며 방향벡 토르가 a = {m, n, p} 
인 직선의 방정 식 은 보조변수방정 식 에서 f 를 소거하면 다 
음과 같은 모양으로도 될 수 있다. 

X-Xp _y-y 0 _Z-Z 0 
m n p 

이 방정 식 을 방향백토르에 의한 직선의 방정식 또는 직선의 
표준방정식 이라고 부른다. 

[례] 점 A (2, -1, 3) 를 지나며 방향벡토르가 5={4, 
3, -2} 인 직선의 보조변수방정식은 

x = 2-\-At 

< y = -l + 3t f t eK 
z = 3 — 2t 

이므로 직선의 표준방정식은 

x-2 _ 少+1 _ z — 3 
가—:]一::조 - 

이 다. 

[직선의 일반방정식] 

두 평면 

A x x + + CjZ + Dj = 0 : Pi 

A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0 : P 2 
이 평행이 아니면 그의 사귐선은 직선이다. 

두개 의 세 변수1차방정 식 으로 된 련 립방정 식 

J AjX + + CjZ + I)i = 0 

Ia]' + B]) 7 + + D 2 — 0 
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을 공간에서 직선의 일반방정식이라고 부른다. 



5. 곡면의 방정식 


[끅면의 방정식] 

직 각자리표계 가 도입된 공간에서 곡면 S 의 임 의의 점 
보의 자리표 x , 少, z 가 방정식 

F ( x , y , z ) = 0 (*) 

을 만족시 키 고 거 꾸로 방정 식 (*) 을 만족시 키 는 JC , 기， 
z 를 자리 표로 하는 점 M ( a :, y , z ) 가 곡면 S 에 놓일 때 

방정식 (*) 을 끅면 S 의 방정식이라 고부른다. 

M (; c , y , z ) e S <=> F ( x , y , z ) = 0 


[구면의 방정식] 

공간에서 한 점 C 로부터 r 만 한 거 리에 있는 점들의 

모임 


F ={ M | CM = r } 

를 중심 이 C 이고 반경 이 r 인 구면이라고 부론다. 

중심 이 C ( a , 氏 c ) 이 고 반경 이 r 인 구면의 방정 식 은 


다음과 갈다. 

(x - a ) 2 +( y - b ) 2 +( z - c ) 2 = r 2 
특히 중심이 자리표원점에 
반경 이 r 인 구면의 방정 식 은 
x 1 + y 2 + z 2 = r 2 이 다. 
일반적으로 구면의 방정식은 



X 1 + y 1 + z 2 + 2 ax + 2 by + 2 cz + d = 0 (**) 

으로 표시할수 있다. 


이것을 (: t + fl ) 2 + (_y + 스 ) 2 +(z + c ) 2 = fl 2 +스 2 + c 2 - 以 로 쓰 
면 « 2 +公 2 +£； 2 -넜 >0일 때 이 식 은 중심 이 (- a , - b , - c ) 에 

있 고 반경 이 、 U 2 + b 2 + c 2 -d 인 구면을 표시 한다. 

(**) 를 구면의 일반방정식이 라고 부론다. 
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구면의 일 반방정 식 은 z 2 의 곁수들이 모두 같 

고 자 , xz , _yz 를 포함하는 마디 가 없 는것 이 특징 이 다. 

[기둥면의 방정식] 

주어진 직선 '에 평행인 직선이 정해진 곡선 L 을 
따라 움직 이면서 그리 는 면을 기둥면 이 라고 부른다. 이 때 
L 을 기둥면의 도선, i 에 평 행이며 L 의 점 을 지 나는 
직 선을 기 둥면의 모선， 그리 고 직선 씬 을 기준선이 라고 
부른다 • 

모선이 z 축에 평 행이며 도선 L 이 xO_y 평 면에서 방정 
식 f{x, ^) = 0 으로 주어졌을 때 기둥면의 방정식은 
f{x, 기) = 0모양으로 된다. 

이때 도선의 방정식은 



/ (•*， y) = o 


[3(1 ] z 죽을 기 준선으로 하는 원기 둥면, 타원기 둥면， 
쌍곡기둥면，포물기 둥면 의 방정 식 은 각각 다음 
과 갈다. 



X 
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타원기둥면의 방정식 


2 2 
1 +스 = 1 
a 2 b 2 

이때 도선의 방정식은 

a 1 b 2 
[z = 0 

쌍끅기둥면의 방정식 

ᄌ 2 / 

이때 도선의 방정식은 



I 느 Z =1 

a 2 b 2 
[z = 0 

一 포물기둥면의 방정식 

y 2 =2 px 

이때 도선의 방정식은 
j / = 2 px 
\z = 0 

마찬가지 로 x 축을 기준선으로 하 
고 도선이 기이평 면에 놓여 있는 포물기 
둥면의 방정식은 

/(八 功 = 0 
도선의 방정식은 

\ f { y , 이 = 0 



少 축을 기 준선으로 하고 도선이 XOZ 
평면에 놓여있는 포물기둥면의 방정식은 

fix , z ) = 0 X Z 0 
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도선의 방정식은 

[ f { x , z ) = 0 

1少 = 0 

[타원면의 방정식] 


방정 식 < +ᅪ+ ^ = 1로 표시 되 는 곡면을 타원면이 라 
a 公 c 

고 부르며 이 방정식을 타원면의 방정식이 라고 부른다. 
타원면을 xqy 평면 (z = 0) 으로 자 

르면 


즉 타원 을 얻는다. 

또 타원면을 xoz 평 면(少 = 0) 으로 자르면 



즉 타원을 얻 는다. 

마찬가지 로 타원면을 JVOZ 평 면 U = o ) 으로 자르면 


즉 타원을 얻는다. 


2 2 
厂수 = 1 


b 2 
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제 10 장. 순렬과 조합 

1.순렬과 중복순렬 

[렬] 

어떤 유한모임에서 몇개의 원소를 잡아서 일정한 차 
례로 늘여놓은것을 렬이라고 부론다. 

[례 ] 모 임 { a , 氏 c } 에 서 2개 씩 잠는 렬 은 

{ a , 公}, { a , c } , { b , c } , { b , a }, { c , a ) , { c , b } 이 다 . 

두 렬은 그것들을 각각 이루고있는 원소들도 같고 그 
원소들의 차례도 같을 때에만 같은것으로 본다. 

[순렬] 

«개의 서로 다른 원소에서 소(소 <«) 개의 원소를 일정 
한 순서에 따라 배렬한것을 서로 다른 « 개의 원소에서 
쇼개의 원소를 취한 순렬이 라고 부르며 그 총수를 다음과 
같이 표시한다. 

P,f 

= n(n - V){n - 2) •••(«- A : + 1) 

[례] P 7 3 = 7.6.5 = 210 
P | =5-4-3-2 -l = 120 
P ,™ = m { m - \){m - 2).3-2-1 

우의 공식 에 서 소 = « 이 면 즉 «개의 원소를 다 잡아서 
만든 순렬의 총 개수 :^은 다음과 같다. 

P : =« (，卜 1)( ，卜 2) ••… 3-2-1 

1부터 n 까지 의 자연수를 차례 로 곱한 적 1 • 2 • 3 
• «을 «차례급이 라고 부르고 다음과 같이 표시한다. 

n ! 

즉 n != 1 • 2 • 3 . n 
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차례곱의 기호를 쓰면 P ," = k («-1)(«-2)•••••3.2.1 이므로 

P；=«! 

灰<«일 때 

P ( f = n(n — 1)(” 一 2) … (n _ 灰 + 1) 

n { n - X ){ n -2) . ( n - k -\- l )( n - k )( n - k — l ) .2-1 


n ! 


( n - k )\ 


즈 


p,f 


{ n - k ){ n - k - Y ) .2-1 


n \ 


{ n - k )\ 


이 공식 이 k = n 때 도 성 립 하게 하자면 


n \ 


n \ 


{ n - n )\ 이 

이므로 0!=1로 정하기로 한다. 

[3)1 ] 수자 1，2, 3, …，9를 가지고 서로 다른 수자 
로 된 네자리수는 9개에서 4개를 잡는 순렬의 
총개수와 같다. 즉 

p 9 4 =9-8-7-6 = 3024 (개) 

[례 ] 같기 식 P,f = nV k „：l 를 증명 하여 라. 


즈며 P 足 

C〕◦ . r n 


n(n - 1)! 


0卜소)! [0 卜 1)-( 니 )]! 




[례] 6명의 이어달리기선수가 있다. 이가운데서 4명 
을 뽑아서 이어달리기경기에 내보내려고 한다. 
달리 는 차례 까지 정 한다면 달리 기조를 짜는 방 
법에는 몇가지가 있겠는가? 

풀이. 4명의 선수를 뽑아 달리는 차례까지 정하여 조 
를 짜면 이것은 6개의 원소에서 4개 잡는 순렬 
로 된 다. 

따라서 조를 짜는 방법의 수는 


6 - 5 - 4-3 = 360 


답. 360가지 
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[례] 서로 다른 수자로 되여있는 세자리수는 모두 몇 
개 인 가? 

풀이. 10개의 수자 0，1, 2, …， 9를 가지고 서로 
다른 세 수자로 된 렬은 P & 개 만들수 있다. 
그런데 이렇게 만든 렬들가운데는 
037, 081, 054 

등과 같이 세 자리수가 아닌것들이 들어있다. 이 
와 같은 렬의 수는 9개의 수자 1, 2, …，9가 
운데서 2개씩 잡은 렬의 수 리와 같다. 

따라서 서 로 다른 수자로 된 세 자리수의 종수는 
P 은 0 -P 卜: 10.9.8-9.8 = 648 

답. 648개 

[치환] 

서로 다른 «개의 원소를 모두 취 하여 만든 순렬을 « 
개 의 원소로 이 루어 진 치환이라고 부른다. 

«개의 원소의 치환의 총수를 P „ 으로 표시한다. 

치환의 정의 에 의하여 

P ；i = P ；；= n {n-\){n-2) .2-1 

또는 P „ =n\ 

[례] p 5 = p 5 5 =5!=120 
p 3 = p 3=3!=6 

[례] 방정식 P 卜 xP 3 을 풀면 


x(x - l)(x -2) = x-3-2-l 

■X 는 자연수 즉 0이 아니므로 두 변을 x 로 나누어 
(x-l)(x-2) = 6 
x 2 -3x- 4 = 0 


― 4 = _ 1 

여기서 x 2 = - l -& 버 린다. 

풀이모임 {4} 
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[중복순렬] 

모임 M 을 «개의 서로 다른 원소 아, a 2 , …，… 이 
얼마든지 중복되여있는 모임이라고 하자. 

모임 M 에서 r (같은 원소가 중복될수 있다.)개의 원 
소를 잡아서 만든 순렬을 «개의 원소에서 r 개의 원소를 
취한 중복순렬 이 라고 부르고 그 총수를 기호 n ᅩ 로 표시 
한다. 

개의 원소에 서 r 개씩 취 하여 만든 중복순렬의 총수 
는 n 이 다. 

즉 n :;=， 

[례] n 〕 =53=i25 

[례] 수자 1，2, •••, 9로 만들수 있는 두자리수의 총수는 
]]〕= 9 2 =81 ( 개) 

여기에 10부터 90까지의 10의 배수 9개를 더하 
면 두자리 자연수는 모두 81+ 9 = 90개 이 다. 

[례] 서로 다른 4개의 수 1, 2, 3, 4로 세자리수를 
만들기 위해서는 중복을 허용하여야 한다. 따라 
서 세자리수의 총수는 

:「[ 효 = 4 3 = 64 ( 개 ) 

[중복치환] ᄉ 

원소 이 이 사 개， a 2 이 쇼 2 개 , •••, a „ 이 쇼„ 개 들어 간 
그 총수가 m 개인 모임을 생각하자. 

이 모임의 원소들을 모두 취하여 만든 중복순렬을 중복 
도수 m 인 중복 치환이 라고 부르고 그 총수를 ^ 로 표시 한다. 

원소 a l5 a 2 , ■■■, 이 각각 k x , 쇼 2 ，…, 쇼„ 번 중복들어 있 
는 모임의 전체 원소로 된 서로 다른 중복치환의 총수는 
든一- (及 i + 소2+ ••• +、)! _ 씨! 

m _一 니 . k 2 \-" kj 一- 따.대 .… kj 
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[례] 수자 1, 1, 1, 2, 3, 4를 가지고 만들수 있는 
여섯자 리 수는 


k ' — 3 > 쇼 2 ~ 1 > 쇼 3 ~ 1 > 쇼 4 = 1 


P3+I+I+I 


(3+1+1+1)! 

3MMM! 


|卜 4.5_6=120 


(개) 


[례] 어 느 학교에 12명 의 배 구선수가 있다. 김 동무와 
리 동무가 서 로 다른 조에 들어가도록 무 림 으로 
나누는 방법은 모두 몇가지 인가? 


풀이 . 김 동무와 리동무를 내 놓고 나머 지 10명 을 5명 
씩 두조로 나누고 김동무와 리동무가 각각 다 


른 조에 들어가면 두 림 이 구성 된 다. 

이렇게 생각하면 결국 10명을 5명씩 나누는 문 

제로 된다. 그런데 매 선수는 두조가운데서 어 

느 한조에 들어 가며 같은 조에 들어 가는 선수들 

은 같은 대상으로 생각하자. 그러면 5명씩 두 

조로 나누는 방법의 총수는 

— 10! 5M0-9-8-7-6 구 

r, n =-=-= 252 

5!-5! 5!-5! 


답. 252가지 


2. 조합과 중복조합 


[조합] 

«개의 원소가운데서 쇼(쇼<«)개의 원소를 취하되 순서 
를 고려하지 않은 매 개 렬을 «개의 원소에서 소 개를 취 한 
조합이 라고 부르고 그 총수를 다음과 같이 표시한다. 

C k „ 

조합의 총수 c k „ 를 구하는 공식 

c k = p « = n(n-\){n-2)---{n-k+\) 
n ~~k\~ 1 - 2 - 3 …… k 
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[ 례 ] cl 


C \ 


_ P 3 2 一 3.2 
기 T _ ]~ 
5-4-3 


= 3 


3! 


[례] 40개의 제 품이 들어있는 제 품상자에 서 3개 의 제 
품을 꺼내여 검사한다. 3개의 제품을 꺼내는 방 
법은 몇가지 있는가? 

풀이. 제품을 꺼내는 방법의 수는 40개의 원소에서 
3개씩 잡은 조합의 총수와 갈으므로 
시 40-39-38 


"40 ■ 


1-2-3 


：9880 


답. 9 880가지 


먹 


n \ 


( n - k)l 
0일 때 


이라는것을 고려하면 다음 공식을 얻는다. 


마 


n \ 


n \ 


0 ! 


이 ln \ 

이 므로 우의 공식 은 소 = 0일 때 도 성 립한다. 
즉 이 = 1로 정하기로 한다. 

[조합 C ᅮ 의 성질] 

① cl=c:- k 

② C k n+l =c k n + c k n l 


[례] cZ = 


"100 


100-99 

2 ! 


= 4950 


[례 ] C；o = Cf 0 - 2 에 맞는 r 는 C [ 0 = C ^* 이 므로 

厂10-厂 — f ^ r -2 

llO = ᄂ 10 

이로부터 l 0 -r = r -2 
따라서 r = 6 
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[중복조합] 

« 개의 서로 다른 원소 a l5 a 2 ，…, a „ 이 얼마든지 중복 

되 여 들어있는 모임 M 에서 r 개의 원소(같은 원소가 있 
을수 있다.)를 뽑아서 만든 부분모임을 « 개의 원소에서 

r 개 취한 중복조합이 라고 부르고 그 총수를 기호 巧로 표 
시 한다. 

[례] 4개의 글자 a , b , c , (/가운데서 갈은 글자의 
중복을 허용하면서 3개의 글자씩 취한 중복조합 
을 만들면 

aaa , aab , aac , aad 
abb , abc , abd , acc 
acd , add , bbb , bba 
bbc , bbd , bcc , bed 
ccc , cca , ccb , ccd 

즉 더 =20 

서로 다른 «개의 원소에서 r 개의 원소를 취하 
여 만든 중복조합의 총수는 



n _ r\{n-\)\ 
우의 례에서 는 


_ (4 + 3-1)! 
~ 3!(4-1)! 


1-2-3-4-5-6 

1-2-3-1-2-3 


= 20 


[례] 


7^2 _ r 2 _ (3 + 2-1)! 

3 ~ 3+2-1 ~ 2! (3-1)! 


더 = c 3 5 


，나)匕 35 
3! (5-1)! 
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3 . 뉴론의 2마디공식 
[뉴론의 2마디공식] 

이제 (0 + 均” (« 은 자연수)의 전개 식 에 대 하여 보자. 

2마디식 의 곱하기공식 

(a + b ) 2 = a 2 + lab + b 2 

(a + 公) 3 = a 3 + 3 a 2 公 + 3 a 公 2 + 公 3 

은 이미 알고있다. 오른변의 전개식에서 곁수들을 조합의 
총수를 표시하는 기 호를 씨 서 표시하면 다음과 같은 전 개 
식 을 얻는다. 

(a + bf = C ° 2 a 2 + C\ab + C 2 2 b 2 
(a + b ) 3 = C ° a 3 + C \ a 2 b + C ] ab 2 + C ^ 3 
이 전개 식 으로부터 일 반적 으로 (a + 均 H 의 전개 식 의 모 
양을 짐 작할수 있다. 

( a + b) n = Cla n + C \ a n ^ b + C 2 „ a "~ 2 b 2 +■■- + C k „ a n ~ k b k + •••+ C n n b n 
이 같기식 을 뉴론의 2 마디공식 이 라고 부르며 오른변을 
(a + 均" 의 전개식， 매 개 마디 의 곁수 

厂0 厂1 厂2 ... pk ... 厂«-1 厂« 

、，n » 、，n » ， 、，n 

들을 2 마디결 수라고 부론다. 

수학적귀 납법 으로 뉴톤의 2마디공식 을 증명하자. 

1) « =1일 때 는 (a + 均 1 = C?a + C 私 가 성 립하므로 명 제 
가 옳다. 

2) n = k 일 때 명제 가 옳다고 하자. 즉 

(a + bf = C ° k a k + C l k a k -'b + C 2 k a k ^ 2 b 2 + ••• + C k k b k 
가 성 립 한다고 하자. 
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그러면 

(a + b) k+1 =(a+ b) k (a + 公 ) 

= (C° k a k + C[.a k -'b + C 2 k a k - 2 b 2 + ••• + C k k b k )(a + b) 

= C° k a k+l + C\a k b + C 2 k a k ^b 2 + ••• + C k k ab k + C° k a k b + 

+ C\a k -'b 2 + ••• + C k k -'ab k + C k k b k+l 

= C°a M + (C® + C\ )a k b + (다 + C 2 k )a kA b 2 + … + 

+ {C k i l +C\)ab k +C\b k+X 

그런데 

pO _ pO 一 i _ i p/ , 厂 / +i _ 厂 / +i 

匕足—匕 A :+ l _ 丄， 匕々: -匕쇼+1 _ 丄， 。소 十。 A : -匕足+1 

이 서므로 

(a+b) M =C° k+1 a k+l +C\ +l a k b+C 2 k+1 a k ^b 2 + 

+ … +C 科 _ +C k+l b 
즉 « = A : +1 일 때 도 명제 가 옳 다. 

따라서 이 명제 는 모든 자연수 k 에 대 하여 옳다. 

[례 ] (a + 均 6 을 전 개하면 

(a + bf = C° 6 a 6 + C\ab + C 知 V + Cla 3 b 3 + 이 4 + 

+ C s 6 ab 5 +C 6 6 b 6 

=a 6 +6a 5 b+\5a A b 2 +20^^ +\5a 2 b A +6ab 5 +b 6 
( a - 均 5 을 전개하면 

(a 一 bf =[a + ( 一切 ] 5 =C°a 5 + C\a\-b) + C 2 5 a 3 {-bf + 
+ Cla\-b) 3 +Cta(-b)Ucl(-b) 5 
= a 5 -5a 4 b + l0a 3 b 2 -I0a 2 b 3 +5ab 4 -b 5 
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[뉴론의 2마디공식의 성질] 

(a + by = C V 1 + cy 卜 1 + C 2 y - 2 b 2 + ••• + C '； b n 

1) a 의 차수는 « 부터 0까지 차례 로 낮아지 며 쇼 의 
차수는 0부터 «까지 차례로 높아진다. 

마디 의 수는 « + 1개 이다. 

2) r + \ 번째 마디 의 곁수는 C ；； ， 오른쪽으로부터 
r + 1 번째 마디 의 곁수는 C ；；—" 이 다. 

그런데 c'„ = cy 이 므로 전개 식의 두끝에 서 부터 같은 
번호에 있는 마디의 곁수는 같다. 

례 건대 ( a - b ) 5 = a 5 -5 a 4 b + l 0 a 3 b 2 -1 Oa V + 5 ab 4 - b 5 

3) r + 1 번째 마디는 

-t ᅲ n-r i、r 

T r+ i = C„a b 
이다. 이것을 일반마디라고 부른다. 

[례] (a + ^) 12 의 전개 식 에서 9번째마디 는 
T 9 = Cf 2 a mr \yfbf = 495 a V 

4) r + 1 번째 마디 의 곁 수는 C r n , ，+ 2 번째 마디 의 곁 
수는 C = +1 이 다. 이 곁수들 사이 의 관계 는 다음과 갈다. 

pr+i __ n ! ___ n ! _ n-r 

n — (r + l)!["-(r + l )] r(r + l )!("-，- l )!’_“ : 

_ n \ n-r _^ r n-r 
r \{ n — r )\ r +1 n r +1 


즈 



n-r 

r +1 


어떤 마디의 곁수 이 을 알고 다음 마디의 곁수 c r „ +1 
을 구하려 면 그 곁 수 다 에 fl 의 차수 («- r ) 를 곱하고 마 
디 의 번 호 (r + 1) 로 나누면 된다. 
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5) 모든 2 마디 곁수들의 합은 2" 이 다. 즉 

Cl + Ci + Cl + - + C ： = 2 n 

6) 홀수번째마디 들의 2마디 곁 수들의 합은 짝수번째마 
디들의 2마디 곁 수들의 합과 같다. 즉 

[2 마디결수3각형] 

2마디곁수를 차례로 쓰면 

(a + b ) 2 더 C\ C\ 

(a + bf C ° 3 C3 C3 더 

(a + b ) 4 C° C 용 

그런데 

C^+C ' 2 =Cj, c\ + c\=c], c^+c^ci 

C\ + C 2 3 =C 2 a , C 卜 C 卜더 


이 므로 (a + 에 1 의 2마디곁수를 알면 (a + 이” 의 2마디곁수 
를 구할수 있다. 즉 

(a + b) 2 12 1 

(a + bf 13 3 1 

(a + b) 4 1 4 6 4 1 

{a + bf 1 5 10 10 5 1 

2 마디곁수들의 이 와 같은 표를 2마디결수3각형(파스칼 
3각형) 이라고 부른다. 
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뉴톤의 2마디공식 

{a+b) n =Cla n +C\a n - x b+C 2 n a n - 2 b 2 + ■■■+C' ； l b n 
에서 a = 1，公 = 1 이면 

CK+C 卜 … + C: 卜 2" 
a = l, 公 = -1이면 

cl - c \+ cl - cl +-+(- irc：=o 

을 얻는다. 

[뉴론의 2마디공식을 리용한 근사계산] 

(1 + 功 ” =C° n +C\x + C 2 n x 2 + ■■■ + C n n x n 

= 1 + 빠쓰匕 1 ᄂ 2+... + 났 
2 ! 

이 전개식에서 ᄌ의 절대값이 충분히 작으면 

— 2 n 

2 ! x + '" +x 

의 값은 l + « x 의 값에 비하여 훨씬 작다. 

그러므로 이것을 무시하면 다음의 근사식을 얻는다. 

(1 + x) n ^l + nx 

[려 1] 1.002 3 = (1 + 0.002) 3 » 1 + 3 x 0.002 = 1 .006 

[여러마디공식] 

(«1 +«2 +«3 +'• ' + «„)" = Tj ni \ n 'l.. n f"' a ^ • • ，(此 

이것을 여러마디 공식이라고 부른다. 

여기서 n 은 자연수，«!, « 2 > '은 부 아닌 옹근 

수 이 고 H - h 자 = " 이 다 . 

그리고 기호 2： ( 시그마)는 우의 조건을 만족하는 모 
든 가능한 

Tl\ n, n-y n k 

수시!이 아 …아 
모양의 마디들의 합기호이다. 

270 



[례] Cx + y + z ) 3 을 전개 하면 

(x-\- y + z) 3 = ^-—- x Hl y Hl z" 3 

ᄂ“ 미!， z 2 ! 가 3 ! 

이제 합이 3이 되도록 미， n 2 , 。의 값을 정하 
는 가능한 모든 경우를 보자. 

3，0，0 0，3，0 0, 0, 3 2, 1, 0 

2, 0, 1 0, 2, 1 1, 2, 0 1, 0, 2 

0, 1, 2 1, 1, 1 

그러므로 전개식은 


('+) 나 z) 3 


」 U3 + 」 L/ + 」 L z 3 + 

3!0!0! 이3!이ᄎ 이0!3! 


3» 2 3» 2 3» 2 3» 2 

+ MT 다하 Z + l !2[0!^ + 

3! 2 3! 2 3! 

H - XZ H - VZ H - XVZ 

1 ! 0 ! 2 ! 0 ! 1 ! 2 ! 1 ! 1 ! 1 ! 

=^ 3 +) 戶 +z 3 +3(x 2 y+x 2 z+y 2 z+xy 2 -\-z 2 x+z 2 y) + 
+6xyz 
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제 11 장. 수렬 

1 . 갈은차수렬 


[수렬] 

일정한 규칙에 따라 늘여놓은 수들의 렬을 수렬 이라고 
부른다- 

수렬을 이르는 매 개 수를 그 수렬의 마디라 고 부르 
며 처음부터 차례로 첫째 마디, 둘째 마디，셋째 마디， 
…， K 째 마디 라고 부른다. 특히 « 째 마디 를 일반마디 
라고 부른다. 

첫째 마디 가 a { , 둘째 마디 가 a 2 , ■■■, «째 마디 가 a „ 인 
수렬을 a x , a 2 , •••, a n 또는 간단히 ( a „) 과 같이 표시 한다. 

마디 가 몇개 인가를 정할수 있는 수렬 을 유한수렬， 마 
디 가 끝없이 많은 수렬을 무한수렬 이 라고 부른다. 

[례] 1，2, 3, 100 (유한수렬) 

2, 4, 6, •••, 2 n , … (무한수렬) 

일 반마디 가 알려지 면 수렬은 정해 진다. 

[례] 일반마디 가、=스^인 수렬을 쓰면 

n 


a x 



公 2 : 


2+1 




따라서 수렬은 2，는 | … 이다. 

[3)1 ] 무리 수 a / I =1.414213 …의 소수점 아래 « 째 자리 
까지 잡은 값을 일반마디로 하는 수렬은 
1.4， 1.41, 1.414, 1.4142 … 
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수렬이 주어졌다고 하여 일반마디가 늘 주어지 
는것은 아니다. 

[같은차수렬] 

서로 이웃한 임의의 두마디에 대하여 뒤마디에서 앞 
마디를 던 차가 늘 갈은 수렬을 맡은차수렬이라고 부론다. 
그리 고 그 차를 공통자라고 부르고 (/로 표시한다. 

( a „) : 같은차수렬 Oa „ +1 - a „= c / («=1，2，…) 

[례] 1, 3, 5, 7，… 은 a „ +1 - a „ 이 늘 갈으므로 같 
은차수렬 이 고 넜 = 2 이 다. 

[같은차수렬의 일반마디공식] 

같은차수렬에 서 첫 째 마디 &과 공통차 d 만 알면 그 
의 마디 들을 구할수 있다. 

일반마디는 다음 공식으로 표시된다. 

a n = +( n - \)d 

[례] 첫마디 가 10 공통차가 _2인 같은차수렬의 21번 
째 마디는 이=10, d = -2, « = 21이므로 
a 21 =10 + (21-1)(-2) = -30 

[같은차수렬의 성질] 

① 유한같은차수렬에서 첫째 마디와 끝마디의 합은 
량쪽으로부터 세여 같은 번째에 있는 마디들의 합과 같다. 

즉 a k + a n-(k-\) = «1+ a n 

[례] 같은차수렬 

2, 5, 8, 11, 14, 17 

어] 乂 1 (가 + — 0^ + ^5 = ^3 + ^4 =19 

② 같은차수렬 에서 임의의 이웃한 세 마디 a n _ x , a n , 
fl „ +1 사이에는 관계식 


이 성 립한다. 


a n = an ~ x+ 2 an+ \ n >2 
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[례] 같은차수렬 3，6，9，12, 15, •••에서 


_3 + 9 
_1一 


뿌， 12 = 9+5 
2 2 


，… 이다. 


[같은차수렬의 합의 공식] 

c _ \ la x -\-{ n -\) d\n 
2 

[3)1 ] 수렬 1，2, 3, …，«의 합은 =1, a n = n , 마 
디 의 수는 «이 므로 

( l + n)-n 

S„=^— 


2.갈은비수렬 

[같은비 수렬] 

서로 이웃한 임의의 두마디에 대하여 뒤마디와 앞마 
디의 비가 늘 갈은 수렬을 같은비수렬이라고 부론다. 그리 
고 그 비를 공통비라고 부르고《로 표시한다. 

( a n ) : 갈은비수렬 (， j = l , 2，…) 

公 K 

[례] 수렬 6，2，4, … 은 뜨±1 이 늘 갈으므로 

3 9 a n 

같은비수렬이 고《 = 이 다. 

[같은비수렬의 일반마디공식] 

같은비 수렬 에 서 첫 째 마디 & 과 공통비 g 를 알면 그 

의 마디 들을 구할수 있다. 

즈_ 

公 2 = a x -q 

公 3 = 次 2 • 公 : (次 ! 公) • 公 = a x q 2 
a 4 = a 3 • q = { a x q 2 ) • q = a ' q 3 
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따라서 일반마디는 

ci n = ci\ _ q (w = 1, 2, . • •) 

[같은비수렬의 합의 공식] 

같은비수렬 a x , a 2 , a 3 , …, a n , ••• 의 첫 « 개 
마디들의 합을、이라고 하면 

S ” = 公 1 + 公，+ 公 3 H — • + 公 w 

공통비 를 q 로 표시 하면 

S w = 公1 + 이公 + 公1 公요 + … + 公1公" 1 ( 1 ) 

두 변에 다를 곱하면 

q - S„ = • q + a ' q 2 + a x q ^ + ■■■+ a 1 q n (2) 

( 1 ) 에서 ( 2 ) 를 변끼리 덜면 
S H - 公§„ =« i - a x q n 
(1 세이 (1-，) 

公굳 1 이면 


S,, 


.公1(1_公") 


1 -公 

상 = 1이면 (1) 로부터 

K = n - a x (公 =1) 

[ na x (q = 1) 


(비) 


즈 


S„ 


비(1 一') 


1- 公 


(비) 


[례] 수렬 2, 4, 8, 16, … 의 7째 마디까지의 합을 
구하면 «[ = 2 , q = 2 , « =7 이 므로 


S 7: 


석느크 U 네 = 2 8 -2 = 254 


L-2 


-1 


이 다. 
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[례] a , = \, 外=占인 갈은비 수렬 의 처 음 6개 마디 의 

1 04 

합을 구하면 


公6 = 公 


64 


이므로 



따라서 S 6 



63 

64 


3. 여러가지 수렬 


[몇가지 간단한 수렬의 합] 

같은차수렬도 아니고 같은비수렬도 아닌 비교적 간단 
한 몇가지 수렬의 합을 구하자. 

[례] 수렬 여 2 )의 처음 «개 마디의 합 
\ 2 +2 2 + ■■■+ n 2 

을 구하여 라. 

풀이 . 늘같기식 

(灰+1) 3 _足 3 =3灰 2 +3灰+1 
에서 灰 = 1 이면 2 3 -1 3 =3.1 2 +3.1 + 1 
灰 = 2이면 3 3 -2 3 =3-2 2 +3-2 + 1 

灰 = « 이 면 (« + 1) 3 — « 3 = 3« 2 +3«+ 1 
이 «개의 식 을 변끼 리 더하면 

(«+1) 3 -1 3 =3(1 2 +2 2 +•••+« 2 )+3(1+2+ •••+«)+« 

(«+1) 3 -(« + 1) = 3(1 2 +2 2 + •••+« 2 )+3- ；2(w 2 +1) 
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이로부터 

12 + 2 야…뿐느부」^ 

= -^n(n + l)(2n + l) 

6 

따라서 1 2 +2 2 + ---+W 2 =^rn{n-\-X)(2n-\-X) 

6 

[ 례 ] 수렬 一 “)( 心 1) 의 처음 네 마디의 합 
\ + 2a+3a 2 +-'+na n ~ l -ir 구하여 라 . 

풀이 . 이 합을 S ᄍ 으로 표시하면 

S w = 1+2公+3公 2 +• • •+ 자公” 1 
—) ciS n = +• • '-\-{n—X)Q. n i 幻 ^ 7 

(l-a)S w =l+a+a 2 + •••+a w_1 - na n 


따라서 S w 


i n n 

1 _ 次 na 

(1_ 公) 2 1- 公 


이로부터 


[합기호 Z ] 


l+2a+3a 2 -\ - \-na n ~ x 


\-(n + l)a n +na n+l 

(1- 公) 2 


수렬의 합을 표시하는데 기호 E (시그마)를 리용하면 
간단하고 편 리하다. 

례를 들어 


1+2+3+* 


•+n = 


2 〉 


k =\ 


1 2 +2 2 +3 2 + 


+n 


n 

2 = I > 2 


k =\ 


a l +a 2 + -'+a n = i y^a k 

k =\ 
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여기서 X 은 소자리에 1부터 «까지의 자연수를 차례로 

k=\ 

넣 은것 을 모두 더 하라는 기 호이 다. 

一 Z 의성질 

n n n 

1) ^ ( a k + b k ) = ^ a k + & 

k=\ k=\ k=\ 

2) ^ j ca k = cy ^ a k (c 는 A : 에 무관계 한 수) 

k=\ k=\ 

※ 々 에서 a k= c 少 = 1 2, •••，비 이면 c 를 «개 더한것을 

k=i 

n 

의 미 하므로 ^ c = nc 
k=l 

n 

특히 c = l 이 면 =1 = 자 
k=\ 
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제 12 장. 행렬식과 련립방정식 


1.행렬과 그 산법 


행렬은 량들의 호상관계를 표시하는데 리용된다. 

[행렬] 

wx « 개의 수들로 w 개의 가로줄파 « 개의 세로줄의 
사귐 점 들에 배 렬 한 직 4각형 모양의 표를 ( w , n ) 령행렬 이 라 
고 부론다. 

행렬에서 가로줄을 행, 세로줄을 렬이라고 부론다. 

[바른행렬] 

행 과 렬의 개 수가 같은 행 렬을 바른행렬이라고 부르며 
(«, «) 형 바른행 렬 을 « 차행렬 이 라고 부른다. 


cai] 4 3] ( 2 , 3 )형ᄈ 

"6 3 4 ^ 

724 3차행렬 

U 8 3J 

행 렬에 들어있는 매 개 수를 그 행 렬의 원소라고 부론다. 
일 반적 으로 (써, «) 형행 렬을 다음과 같이 표시한다. 



또는 간단히 


A = («,>) 


J/ = l, 2, •••, m 
U = l , 2, •••, n 
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[같은행렬] 

같은 형의 두 행렬 A 와 B 에서 같은 자리에 있는 원 
소들이 모두 갈을 때 이 두 행렬은 같다고 말한다. 

[3)1] A=( au ai 0, 은 2 은 3 1 에서 

v a 21 田 ， LI a 23) l 公 21 公 22 公 23) 

a jj= byU = l , 2; 7=1, 2, 3 )OA = B 


[행렬의 더하기] 


같은 형의 두 행렬 A ， 표에서 같은 자리의 원소들끼 
리 더하여 얻은 행렬을 두 행렬 A 와 묘의 합이라고 부르고 
이 것을 A + B 와 같이 표시한다. 


[례] A = 


/ 

公 11 公 12 a n 
V fl 21 a 22 a 23 


, B = 


스 11 公 12 公 13 、일 

、公21 스22 公23， 


때 


A + B = 


a ll + 公11 아2+公12 

v «21+^21 에 22 


幻’13 +^13 
a 23 + ^23 


행 렬의 더 하기 에서 도 바꿈법 칙 과 묶음법 칙 이 성 립한다. 


A + B = B + A 
(A + B) + C = A + (B + C ) 

[령행렬] 

모든 원소가 0인 행렬을 령행렬이라고 부르고 이것을 
글자 o 로 표시 한다. 

A 가 임의의 형의 행렬이고 O 가 A 와 같은 형의 령행렬이면 
A +0=0+ A=A 

가 성 립한다. 

rnjl1 ( 2 3^1 (0 0 ) ( 2+0 3+0) ( 2 

[3，] U 7j> oJ = Uo 7 + oJ = U l) 

[행렬의 멀기] 

행렬의 덜기도 수의 덜기에서처럼 더하기의 거끌산법 
으로 정의하며 더 하기 에서와 같이 같은 자리의 원소들끼 
리 덜면 된다. 
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일 때 


[례] A = 


[반대행렬] 


/ 

公11 公12 

公13、 

I 

B = 

X 

公12 公13 

V a 2 i (hi 

a n) 

1， 

° 1 

、公21 

스22 公2 

B = 

’次"- 

Ai ' 

a 12' 

- 公12 

公13 

-公13、) 

1 

\ a 2\~ 

-公21 

公 22 

- 公22 a 23 - 公 23) 


행렬 A 의 모든 원소를 반대수로 바꾸어서 얻은 행렬 
을 A 의 반대행렬이라고 부르고 이것을 -쇼로 표시한다. 

어 떤 행 렬 에 대 해 서 나 A + (- A ) = 0 
그리고 A-B = A + (- B ) 


[행렬에 수를 급하기] 

행렬 A 의 매개 원소에 수를 곱하여 얻은 행렬을 행렬 
A 에 수 쇼를 곱한 적이라고 부르고 이것을 소 A 와 같이 표시 
한다. 


[례] A = 公 11 ° 12 幻 13 일 때 kA = ^ Qn I 

、公21 公22 a 23 y 、灰公21 灰 a 22 及公23 ) 

어떤 행렬 A 에 대 해 서 나 


1-A = A, -1-A = -A 
0-A = O, A-0 = O 

[행렬의 급하기] 

( m , 끼 형행렬 A 와 O , «) 형행렬 묘에 대하여 행렬 A 
의 / 째 행의 원소들과 행 렬 표의 째 렬의 원소들을 차례 
로 하나씩 곱하여 더 한 합 다 를 원소로 하는 ( w , «) 형 행 

렬 C 를 두 행렬 A 와 묘의 적이라고 부르고 이것을 AB 와 
같이 표시한다. 

C = AB 

C ij = a n\ + a i 2 b 2j +••'+ a ip b pj 쇼 .:];, 호 , : 

※ 행렬의 곱하기는 첫째 행렬의 렬의 개수와 둘째 행렬의 행 


의 개 수가 같은 경 우에 만 할수 있 다. 
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( m , /?) 형 행 렬 x (/?, «) 형 행 렬 = ( m , n ) 형 행 렬 



[례] A = 卜 미 ， B = ff n 추 2 추0 일 때 

V ^21 a 22J I 公21 公22 公237 

AB = 公 11 公 11 + 公 12 公 21 公11公12+公12公22 公"公13 +公12公23 ᄀ 
、公21公11 + 公22公21 公21公12 + a 22 公22 公21公13 + 幻느2公23, 

' 1 5 

[례] D = -4 2 

V 3 6 

’ lx 4+5 xl Ix 2+5 x 5 lx (-6)+ 5 x (-3) ^ 

= ~4 x 4 + 2 xl ~4 x 2 + 2 x 5 _ 4 x (-6)+2 x (~3) 
3 x 4 + 6 xl 3 x 2 + 6 x 5 3 x (-6)+6 x (-3) 



[a ,] 2 npu 2x2+ix3 4 7 

^5 6 人 3 J {5x2 + 6x3j 

행 렬 의 곱하기 에 서 도 묶음법 칙 과 분배 법 칙 이 성 립 한다. 
그러 나 바꿈법 칙 은 성 립하지 않는다. 

즉 일반적으로 AB^BA 

[단위행렬] 

바른행렬에서 행번호와 렬번호가 같은 원소들은 다 
1과 같고 그밖의 원소들은 다 0과 같을 때 그 행렬을 단위 
행렬이라고 부르고 이것 을 글자 I 로 표시한다. 
fl 0 0 、| 

[례] 1= 0 1 0 

lo 0 ij 

바른행렬 A 에 대하여 늘 
AI = IA = A 
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[례] 



※ 바론행렬의 곱하기에서 령행렬과 단위행렬은 수들의 곱하기 
에서 0과 1이 노는 역할과 같은 역 할을 논다. 

그러나 수에서와는 달리 행렬에서는 령행렬이 아닌 두 행렬의 
적이 령행렬로 될수 있다는것을 주의하여야 한다. 


[례] 



2.행렬식 

[행렬에 의한 련립방정식의 표현] 

X ， 기에 관한 련립 1차방정식 

ax -\- by=u 
cx+dy = v 

를 다음의 방정 식 과 비 교하여보자. 
a b ) fx ) ( u \ 

c d ky)\ v ) 

이 방정 식의 왼 변에서 두 행렬을 곱하면 



같은행렬의 정의로부터 이 같기식은 
ax + by=u 
cx + dy=v 

와 동등하다. 

이와 같이 련립1차방정 식 (1) 은 행 렬에 의하여 (2) 와 
같이 표현 할수 있다. 

(2) 에 서 왼 변의 곁수는 주어 진 방정 식 의 곁수들을 원 
소로 하는 행 렬(곁수행 렬)이 고 오른변은 주어 진 방정 식 의 
상수마디들을 원소로 하는 행렬로 된다. 


⑴ 

⑵ 
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_ 故〉介期숴 

2 x +5 z =0 (2 0 5"| V ) (성、 

< x — y+z = 2<^> 1—1 1 y = 2 

，，- 3 z=l [0 1 -3丄니 [ l y 

[거꿀행렬] 

같은 차수의 두 바른행렬 A , B 에 대하여 AB = BA = I ( 단 
위행 렬) 일 때 B 를 A 의 거꿀행렬이라고 부론다. 

행 렬 A 의 거 물행 렬 을 A ᅴ 과 같이 표시한다. 

즉 AA 1 = A 1 A = 1 
행렬 

A C 상 

는 ad - be 굳 0 일 때에만 거 꿀행렬을 가지며 

A - 1= 】V 卜 기 

ad — bey—c a J 

이 다. 

[례] A=I 4 에 대하여서는 3 x 4-(- l ) x 2 = 14 농 0 이 
므로 거물행 렬이 있다. 

A - 네 4 M 

14 l-2 3J 

거꿀행 렬 을 써 서 련 립방정 식 을 풀수 있다. 

련 립 방정 식 

f 2 x +3 y =12 
\ x +2 y = 7 

을 행 렬로 표시하면 


[례] A : 


에 대 하여 서 ' 


4-(- l ) x 2 = 14 굳0 이 
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여기서 2 x 2-3 xl = 1^0 이므로 곁수행렬의 거끌행렬 

M 니 T7 계 =14 ( 2 —3 I =3 T- ul T7 ^.1 “1 


이 있 다. 거 물행 렬 


를 두 변에 곱하면 


" 2 

-3Y2 3Y^_ 

f 2 

-3) 

( 12 ) 

l-l 

2 JI 1 Ay) 

"l-l 

2 J 

UJ 


따라서 주어진 방정식의 풀이는 x = 3 , y = 2 
련립 방정 식 

iax+by = p ⑴ 

\cx+dy = q 

를 더덜기법으로 풀면 풀이는 

pd-bq aq-pc ((?) 

ad-be ’ y ~ ad-be 

이 풀이 를 보면 분모가 다 ad-be 로 되 여 있으며 식 
가 련립 두변수1차방정 식 에서 중요한 역 할을 논다는 
것을 알수 있다. 

[2 차행렬식] 

7 T S -5-tl 리 ( ^ 스 ^ 3H JL. ■，«+■*!! 3H i. I \ a 1 —rl 一 I U 


식 ad—be 를 행렬 
^ 이것을 h 산와 


一 卜 스，厂 
와 같이 표시한다 


의 행렬식 (2 차행렬식) 이라고 부 


2 3 
5 4 = 

2 6 
-1 -5 


-ad—be 


2 x 4-3 x 5=-7 


a、 b 
c:’ : 'd 

b Q c a @ d 


= 2 x (-5)-6 x (- l ) = -4 
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련립방정 식 (1) 의 풀이 (2) 를 행 렬식 으로 표시 하자. 
P b 

公 d 

이므로 (2) 는 다음과 같이 된다. 


pd-bq- 


aq-pc- 


a p 
c 公 


pb 


a p 

q d 

-， y=- 

c q 

a 公 

c d 

a 公 

c d 


[례 ] 련 립방정 식 

!7ᄌ+2少 = 4 
[5x+3y = 2 

을 공식 (*) 에 의하여 풀면 
|4 2| 


2 


2 
3 

7 4| 
2 


7 2 
5 3 


12-4 _ 8 

21-10 "TT 


-6 

TT 


즉 풀이는 


y-- 


(*) 


ir ^ 11 

[3 차행렬식] 

련립세변수1 차방정식 

a x x x + a n y + a l3 z = b x 
< a 2 \X-\- a 22 y + 公 23Z = b 2 
a 3l x + a 32 y + 公 33 Z = b 3 

을 더 덜기 법 으로 풀면 X ， y , 고의 분모는 다 같이 
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⑷ , 


a \\ a 22 a 33 + a \ 2 a 23 a 3 \~^ a \ 3 a 2 \ a 32 ~ a \ 3 a 22 a 3 \ 一 


一公12公21公33 ~~ a U a 23 a 32 

식 (*，를 행렬 

/ \ 

公11 公12 公13 

公21 a 22 公23 
、公31 a 32 a 33 J 

의 행렬식 (3 차행렬식) 이라고 부르고 이것을 

公11 公12 公13 
公21 a 22 公23 
公31 a 32 公33 

와 같이 표시 한다. 


公11 公12 公13 
公21 公22 公23 
公31 公32 公33 


= 公11公22公33 + 公12公23公31 + 公13公21公32 一 
一 公13公22公31 _ 公12公21公33 _ 公11幻느3公32 


행렬식의 펼친식 (*)' 에서 매개 마디의 특징을 보면 
마디에서 글자부분은 행렬식의 매 행, 매 렬에서 한개씩 
잡은 원소들의 적이다. 같은 행이나 같은 렬의 원소들을 
하나씩밖에 포함하지 않는다. 

마디에서 부호는 마디의 인수들을 행의 번호순서로 
바꾸어 서 九凡/)、의 모양으로 나타냈 을 때 i 十卜 “ c 으\ 


순서가 1—2—3—1 로 돌아가는 순서인가 거꾸로 3—2—1 
—3 으로 돌아가는 순서인가에 따라 + 또는 一 이다. 

3차행렬식의 계산규칙을 도식으로 표시하면 다음과 
갈다. 
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2 차, 3차행 렬식의 정의 로부터 4차，5차，…，«차행 
렬식을 정의할수 있다. 

[행렬식의 성질] 

2차행렬식 



의 성질을 보자. 

① 행 렬식 을 전위하여도 그 값은 변하지 않는다. 행 
렬식을 전위한다는것은 매 개 행을 대응하는 렬로 바꾼 행 
렬이 다. 그러면 행 에 대 하여 성 립하는 성질 이 렬에 대 해 
서 도 성 립한다. 

② 행렬식의 두 행을 바꾸면 행렬식의 값은 반대수로 
된 다. 

례를 들어 A 의 1행과 2행 을 바꾸면 

° f =bc-ad = -(ad-bc) = -A 
a 公 


③ 행렬식의 한 행의 원소들을 다 소배 하면 행렬식의 
값도 A : 배로 된다. 

례를 들어 A 의 1행의 원소들을 A : 배 하면 

灰 a kb = kad-kbc = k 人 ad - bc ) = kA 
c d 

④ 행렬식의 한 행의 원소들을 다 쇼배 하여 다른 한 행 
의 대응하는 원소들에 더하면 행렬식의 값은 달라지지 않는다. 

례를 들어 A 의 2행의 원소들을 쇼배 하여 1행의 대응 
하는 원소들에 더 하면 


a+kc b+kd 
c d 


(a+kc)d-(b+kd)c=ad-bc=A 
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⑤ 행렬식의 한 행의 원소들이 다른 한 행의 대응하 
는 원소들에 비 례하면 행 렬 식의 값은 0이 다. 

례를 들어 A 의 2행의 원소들이 1행의 대응하는 원소 
들의 쇼 배 이면 


⑥ 행렬식의 행과 렬을 같은 번호끼리 다 바꾸면 행 
렬식의 값은 달라지지 않는다. 

⑦ 두 행 렬식 에서 같은 번호의 한 행 (또는 렬) 이 같 
으면 그 합은 하나의 행렬식으로 쓸수 있다. 


례를 들어 




= (ad 一 be ) + (af - be ) 


= a ( d + f )- b ( c + e ) = 


a 公 
c+e d-\-f 


⑧ 행렬식에서 어느 한 행의 모든 원소에 령 아닌 수 
를 곱하거 나 다른 행 의 대 응하는 원소들에 더하여 도 그 
값은 변하지 않는다. 


례를 들어 


b ,= ad-bc 일 때 1행 에 
a 


2배를 하고 2행 


에 더해보면 


이다. 

성질 ⑦로부터 


a 公 
2 a-\-c 2 b+d 


公 

2 a 


b 

2 b 


b 

d 


a 公 
c d 


성질 ⑧은 모든 행 렬식을 0이 많이 들어있는 식으로 
(간단한 모양으로) 만들수 있 다는것 을 암시해 준다. 
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p 상식 I - 

치명적약점이 있었던 수학자 
라쁠라스 (1749-1 827, 프랑스) 

그의 별명은 《프랑스의 뉴톤》이다. 극빈한 가정에서 래 
여 난 그는 힘집게 공부를 하지 않으면 안되 였다. 

그는 10대 에 벌써 당시 수학자들의 수준에 올라설수 있었다. 

그는 행렬식의 전개정리, 확률론과 수리통계학에서 최소두 
제 곱법 과 오차론을 제 기하였 다. 

그는 학생시절에 똑똑하고 눈썰미가 있고 쾌활하였기때문 
에 사람들로부터 호감을 샀다. 그는 농촌학교를 다닐 때 공부 
를 잘하여 학생으로부터 보조교원으로 제발되였다고 한다. 

라쁠라스의 치명적약점 은 출세 욕에 눈이 어 두워 정권이 바 
뀔 때마다 정치적견해를 바꾼것이다. 

마지 막시 기 에 가서 야 오일레 르의 모범 을 따라 젊 은 수학자 
들의 발전에 관심을 돌렸다고 한다. 그는 당시 과학의 상상봉 
에 올라선 학자였지만 언제나 만족을 몰랐다고 한다. 


3. 련립세변수1 차방정식의 풀이공식 

련립세변수1 차방정식 

a 1 ^+Z? 1 _v+c 1 z=/» 

\ a 2 x+b 2 y+c 2 z=q 
a i x+b i y+c i z = r 


에서 곁수행렬식이 


a 1 b x c x 

公2 b 2 C 2 
公 3 b 3 c 3 


= 公 2 c 3 + 以 2 公 3 q + -a^b 2 c x -a 2 b x c 3 -a't 、 c 2 굳 0 


이라고 하자. 이때 곁수행렬식의 첫째 렬，둘째 렬，셋째 렬 
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을 련 립방정 식 의 상수렬 로 바꾼것 을 각각 D ，, D z 


로 표시하자. 그러면 



p 公1 q 


a x p c x 


a x b x p 

D ,= 

q 公 2 c 2 
r b 3 c 3 

， D V = 

아 q c 2 
公 3 r c 3 

, D : = 

a 2 b 2 q 
公 3 b 3 r 


따라서 x = 


P 

b \ 

C 1 

公 

b 2 

C 2 

r 

h 

c 3 

a x 

b \ 

C 1 

公 2 

b 2 

C 2 

公 3 

b 3 

C 3 


a x p c x 


a x b x p 

(h q c 2 


公 2 公 2 q 

公 3 r c 3 


a 3 公 3 r 

a x b x c x 

" , z = . 

a x b x c x 

a 2 b 2 c 2 


Cl 1 ■之 公 2 ^2 

公 3 b 3 c 3 


公 3 b 3 c 3 


로 표시된다. 여기서 


a x b x c x 

a 2 b 2 c 2 ^0 이 라는것을 다시 강조해준다. 
a 3 公 3 c 3 


이렇게 jc , y f z 를 구하는 풀이 공식을 크라메르 공식이 
라고 부른 다. 

[례] 다음 련립방정식을 행렬식을 리용하여 풀어라. 
x + y + z =6 
< 3 x - y +2 z = 7 
5 x - h 2 y - i -2 z = l 5 


풀이. D = 


1 1 1 

3-12 
5 2 2 


= 9굳0이 므로 줄이 를 가진 다. 



6 1 1 


1 6 1 


1 1 6 

D ,= 

7-12 
15 2 2 

=9, B y = 

3 7 2 
5 15 2 

= 18, D z = 

3-17 

5 2 15 


= 27 


따라서 ᄌ: 


D 


-I y= 


D 


= 2 , 


D ，- 음 = 3 

풀이모임 {(1，2， 3)} 
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[례] 다음 련립방정식을 풀어 라. 

x+y+mz = \ 
x-\-my+z = m 
x-y+z=3 

11 m 

풀이 . D= 1 m 1 = -(m + \){m -1) 

1 -1 1 

m = ±l 이 면 D = 0 이 므로 물이 를 가지 지 않는다. 
주어진 련립방정식이 풀이를 가지기 위해서는 
W 푠 土1 이 여 야 한다. 

11m 

D x = m m 1 =-4(m+l)(m-l) 

3 -1 1 

11m 

= lml =—(m—3)(m-l) 

1 3 1 

1 1 1 

D z = \ m m — 

1 -1 3 

따라서 m 농 ±1 일 때 
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제 13 장. 도 함수 

1.극한 

[수렬의 극한] 

수렬 a x , a 2 , a 3 , …, a n , •••에서 마디 의 번호 « 이 

끝없 이 커 질 때 a „ 이 일정 한 수 g 로 얼마든지 가까와가 

면 수렬 ( a „) 은 수 fl 로 수렴한다고 말하고 이것을 기호로 

다음과 같이 표시한다. 

lim a n = a 또는 a n -^ a(n -^- co ) 

« — >00 

그리 고 수 a 를 수렬 (心)의 극한이 라고 부른다. 

[3)1] lim — = 0 

n—>co H 

프土!일 때 1+ 丄이므로 
n n 

i+i, i+ 士 , 1+ 士 , 1+ 士 ’ ■" 

은 «이 끝없이 커질 때 얼마든지 1에 가까와간다. 


수렬이 극한을 가지지 않으면 수렬은 발산한다고 말한다. 
발산하는 수렬은 두가지 로 구분한다. 

① n -” x > 일 때 a „ 의 절 대 값이 끝없 이 커 지 는 경 우 

② 유한극한도 없고 무한극한도 없는 경우 
[례] 수렬 (« 3 )과 [(-1)ᅯ]은 발산한다. 

a „=« 3 은 «이 끝없이 커질 때 마디의 값이 얼마든지 
커 지 면 수렬 은 무한대로발산한다고 말한다. 

또한 a „ = (-으 1 에 서 와 같이 « 가 끝없 이 커 질 때 1 과 
-1 을 교대 로 잠으면서 일정한 수로 가까와가지 않으면 수 
렬은 발산(진동)한다고 말한다. 
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一 수렬의 극한의 성질 

(«„), (久)이 수렴하면 

① lim ( c - a „) = c lim a n (c 는 상수) 

«—>oo n—>co 

② lim ( a n ± b n )= lim a n 土 lim b n 

n—>co n—>oo n—>cc 

③ lim (幻ᄂ 'b n )= lim a n • lim 公 ” 

«—>00 «—>00 «—>00 

a lima„ 

④ lim 부 = 두쓰厂 ( lim 、 굴 0) 

n -奸ᄋ b n lim b n n — >< x ) 
n—>co 

[함수의 극한] 

함수 = /(;<:) 에 서 독립 변수 가 늘 x 굳 a 이 면서 아 
무런 방법으로나 수 에 끝없이 가까와갈 때 함수 f ( x ) 
의 값이 일정한 수 A 로 얼마든지 가까와가면 함수 /(功 
는 x 가 a 로 가까와갈 때 수 A 로 수렴한다고 말하고 다음 
과 같이 표시한다. 

lim / (ᄌ) = A 또는 / ( x ) — > A(x — > a ) 

x—>a 

그리고 수 A 를 점 G 에서의 함수 /(功 의 극한 또는 
극한값이 라고 부론다. 

[례] 함수 /( 功 = 2; c-l 에 서 변수 ;c 가 2에 끝없 이 가 
까와갈 때 함수값의 변화를 살펴보자. 

변수 ;c 가 2보다 작은 값을 잡으면서 2에 가까와 
갈 때, 례를 들어 1.9, 1.99, 1.999, 1.9999, 
… —2 일 때 함수 /(功의 값은 2.8, 2.98, 
2.998, 2.9998, ••• — K 3 

이번에는 x 가 2보다 큰 값을 잠으면서 2에 가 
까와 갈 때, 례를 들어 2.1, 2.01, 2.001, … 
—2 일 때 함수/(功의 값은 3.2, 3.02, 3.002, 


294 



독립 변수 X 가 아무런 방법 으로나 2에 끝없이 
가까와갈 때 함수 /(功의 값은 얼마든지 3에 가 
까와간다는것 을 볼수 있다. 즉 lim (2; c - l ) = 3 

x->2 


※ lim/(X) = A 라고 할 때 义 = a 에 서 의 함수값 /(이 가 늘 A 

x—>a 

와 같은것은 아니 다. /(x) 가 x = a 에 서 뜻을 안 가지 는 경 우도 
있 고 뜻을 가지 는 경 우에 도 /(a) 보 A 인 경 우가 있다. 

[31] 함수 f ( x )= 은 독립 변수 x 가 늘 네 이 면서 
1에 끝없 이 가까와갈 때 데 뉴0이 므로 


f ( x )= 



x-l 


0 + 1 ) 0 - 1 ) 

x -\ 


= x+l 


따라서 독립변수 JC 가 아무런 방법 으로나 1에 
끝없이 가까와갈 때 함수 /(功의 값은 2에 얼마 


든지 가까와간다는것을 볼수 있다. 즉 


lim x } = lim ( jc +1) = 2 

x—>l ' 一 1 x—>l 

함수 /( 功 가 나 a 일 때 극한을 가지 지 않으면 
함수 /(功 는 义 — a 일 때 발산한다고 말한다. 

[례] 함수 /(功 = ᄉ 은 ; c ->0 일 때 그 절대 값이 얼마 
든지 커진다. 따라서 발산한다. 이것을 
lim 丄 = oo 로 표시 하고 >0일 때 丄은 무한대 로 

x^OX X 

간다고 말한다. 


- 함수의 극한의 성질 

x 니 • a 일 때 f ( x ) , g ( x ) 가 수렴 하면 
① lim[c • /( X )]= c lim / ( x ) (c 는 상수) 

x—>a x—>a 


② lim [/( x ) + g ( x )] = lim /( x ) + limg ( x ) 

x—>a x—>a x—>a 


295 



③ lim[/(x) _ g(x)] = lim/O) _ lim g(x) 

x—>a x—>a x—>a 

f (x \ lim / (功 

④ lim ^- = f =^—- ( limgW^O ) 

저必、 ? (X) lirrwCx) x_—a 

x—>a 

※ 극한을 구하는데서 다음의 방법이 많이 쓰인다. 즉 X 우일 
때 모든 x 에 대 하여 ( p { x ) < / ( x ) < y /( x ) 이 고 lim cp { x ) = lim i //( x ) = A 이 면 

x—¥a x—>a 

lim /(; c)=A 로 된다. 

x—^a 

[3)1] limj^x.sin 丄ᄉ 에 서 서 •() 일 때 sin 丄 이 수렴 하지 

x->ov x J x 

않으므로 극한의 성질을 그대로 쓸수 없다. 이 

때에는 다음과 같이 극한을 구한다 . 

-l<sin— <1 ( 0 ) 


이 므로 ； c 〉0 일 때 -; c <; c . sin 丄 <;c 


文 < 


0일 때 —义^:.싶11丄브. 


그런데 lim (- ') = 0 ， limx = 0 이 므로 가운데 식 

x ->0 x ->0 

지 sin 丄도 일 때 0으로 수렴한다. 이 리하여 

ᄌ 

limf ^ • sin — 1 = 0 

너0、 X ) 

[ jc ->±» 일 때 함수의 극한] 

아무리 큰 정 수 M 을 주어 도 변수 ;c 의 절 대 값이 M 
보다 커지면 즉 

| jc|>M 

이 면 변수 x 는 무한대 로 간다고 말하고 다음과 같이 표시 한다. 

X ^ 00 

특히 ; c〉M 이면 변수 JC 는 정의 무한대로 간다고 말하고 
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와 같이 표시한다. 

또한 jc <-1 V [ 이 면 변수 x 는 부의 무한대로 간다고 말하고 

X -今 - C 0 

와 같이 표시한다. 

함수 y = f { x ) 에서 \ x \ 가 끝없이 커질 때 함수값 
/(X) 가 일정한 수 A 로 얼마든지 가까와가면 함수 f ( x ) 
는 x 여에 일 때 수 A 로 수렴 한다고 말하고 다음과 같이 
표시 한다. 

lim f ( x ) = A 또는 

X—>CO 

X^+OO , ；C — -00 일 때의 함수의 극한도 우에 서와 꼭 
같이 정의한다. 

[몇가지 특수한극한들] 

① lim^ = l , li m I?M=l 

■X 나 0 X x 나 0 X 

② limfl + 丄1 =e , =e 

A ： — 00 、 X) x—>0 

[함수의 극한계산] 

° f ( x ) 가 초등함수이 고 — 以 일 때 x = a (극한점 ) 가 

/(시 의 뜻구역에 속하는 경우에는 义 = 以 를 갈아넣으면 된다. 
[3)1 ] 함수 f ( x ) = x 3 -5 x 2 +3^ + 4 ^ 초등함수이 고 극한 
점 jc = 1( 뜻구역에 속한다.)에서 뜻을 가지므로 
lim ( x 3 - 5 x 2 +3 x +4)= /( l ) = 1 3 -5-1 2 +3-1+4 = 3 

x—A \ 

o JC — 00 (혹은 +00 ) 또는 ；c 가 함수의 뜻구역 에 속하 
지 않는 어떤 수에로 수렴하는 경우에는 극한점의 값을 
갈아넣는 방법으로 극한을 계산할수 없으며 매 경우에 함 
수의 극한은 특수한 방법으로 계산된다. 

례를 들어 lim *’ = 1 ， li m fl +— 1 =6를 들수 있다. 

x 세。\、 X ) 
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특수한 방법으로 얻어지는 극한들가운데서 자주 만나 
게 되는 극한들은 다음과 같다. 


① lim a-x = co 


③ lim—= oo 

x^OX 

⑤ lim a x =< 

X—>+00 

⑥ lim a x 


② lim—=oo 

X—>CO 公 

© lim 프 = 0 

X—>oo X 


[ 0 (0<a<l) 

[+GO (幻。 >1) 

[ 0 (a>l) 

[+00 ( 0 < 幻 ! < 1 ) 


⑦ limlog，= j +G ° 义 〉 1 ) 

x—>+co L— 0。 (0 < 幻 ! < 1) 

⑧ lim log 세 00 (a>1) 

^+o &a [+oo (0 < a < 1) 

o 극한점에서 부정형이 되는 경우 
부정령. 극한계산에서 특히 극한점의 값을 갈아넣을 때 

今，으와 갈은 형태가 나오는 경우가 있다. 이것들은 아직 
0 00 

확정되지 않아 부정으로 된다는 의미에서 부정령이 라고 부 
른다. 

부정형 에는 다음의 7가지 가 있다. 

옴 ， — , 0 -CO , GO -CO , 0° , r ° ， (幻 0 


oo + oo = oo , 

기로 한다. 


= 0 .士 = 0 . 0 = 0 ， 卜).■卜). 的 ;。0 로 리 해 하 


x ^ a , x — ① 일 때 /(功 가 & 형태로 되는 경우 


[3)1 ] lim 


x 2 +x-2 ^ m (x+2)( ， x:-l)_ liW x+2 


lim- 


녜 2 +2 가 3 (x + 3)(x-\) x ^ix+3 4 


298 



여기서 x -1 로 분자, 분모를 나누고 약분한 다음 
JC = 1 을 갈아넣어 극한을 계산하였다. 

※ 일 반적 으로 극한점 x = a 에서 0으로 되 는 여 러마디식 들을 분 
자, 분모로 하는 분수식 은 나머 지 정 리 에 의하여 나누어 떨 어 진다. 

이 때 x —a 는 x = a 가 아니 므로 즉 ； c - a 7 iO 이 므로 항상 x-a 
로 약분할수 있다. 따라서 부정형으로 되게 하는 원인이였던 x-a 
가 없어 짐 으로써 극한이행할수 있는 기 초가 이 루어지 며 다음 x = a 
를 갈아넣으면 쉽게 극한이 계산된다. 

[례] lim j^ =lim - bcos^x ___ 

1+ cos 3 X (1+cosx)(l - cosx +cos 2 x) 

= lim 一 1 세 2 =| 

A 나 ; rl-COSX + COS X 3 

[례] lim = i im x ( V ^ T + i )_ 

너 0 '/ 义 +l-1 ^°(V^+1 -l)(vWl +1) 

= lim x (V^+T+i) = lim “/ 규 y+ i)=2 

x —>0 X x —>0 

극한점 에서 | 형 태 이 므로 분모에 서 뿌리 기 호를 없애고 
계乂 J ： 하였다. 

무리함수가 들어있는 분수식에서는 분자 또는 분모를 
유리 화하여 계 산하는것 이 편리 하다. 

• X—>a , x—>oo 일 때 /⑴가一형태로 되는 경우 

00 


먼저 극한점에서 으임을 확인하고 함수를 변형시킨다. 

00 


[례] 


lim 3 f 

+2 x 




※ 분자, 분모를 X 의 최 고차마디 X 2 으로 나누고 丄 , 2 는 


X 2 ^ 


x 니일 때 0으로 수렴한다는것 을 고려하여 야 한다. 
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2. 함수의 련속 


[함수의 증분] 

함수 ^ᅳ/야) 가 점 a 와 이 점 에 가까운 모든 점 들에 
서 뜻을 가진다고 하자. 

이 제 독립 변수 JC 가 점 o 와 다른 점 지을 잡자. 이 때 
차 자 -a 를 점 a 에서 독립변수 x 의증 분이라고 부르고 I 公' 
로 표시 한다. 즉 

Ax= 지 _a (Ax 굳 0) 

이때 x x = a + Ax 

점 o 에서 독립변수의 증분 Ax 에 대응하는 함수 f ( x ) 
의 값의 변화 /(a + Ax )-/( a ) 를 점 a 에서 함수의 증분이 라 
고 부르고 知 로 표시한다. 즉 

4 v =/(«+ Ax )-/( a ) 

[함수의 련속성] 

함수 7 = f ( x ) 가 점 x = a 가까이에서 뜻을 가지며 
lim Ay = lim \ f{a + Ax ) - / ( a)l = 0 일 때 함수 /(시 는 점 

Ax 나0 Ax : 나0 

X = 에 서 련속이 라고 부른다. 

이것은 점 다에서 독립변수 X 가 조금 변하면 그에 따 
라 함수값 /(功도 조금 변한다는것을 보여준다. 



Ax — 0섭>ᄌ 우公 
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따라서 / (X) 가 점 ^에서 련속이면 
lim Ay = lim[f(x) - f (a)] = 0 

Ax->0 x^a ' 

이 로부터 lim Ay = 0 lim f(x) = f (a) 

Ax—>0 x—^a 

이 리 하여 limf(x) = f(a) 일 때 /(ᄌ) 는 점 a 에 서 

x—>a 

련속이라고 말한다. 

[례] 함수 /( 功 = JC 2 은 점 JC = 2 에서 련속이다. 

사실 jc = 2 에서 증분 Ax 를 주면 

Ay = /(2 + Ax) - f (2) = (2 + Ax) 2 - 2 2 = 4-Ax + (Ax) 2 
이므로 lim Av = lim [4-Ax+(Ax) 2 l=0 

Ax 나 0 Ax^0 l j 


즉 f ( x ) = x 2 은 점 = 2 에 서 련 속 이 다. 

함수 /(功 가 주어 진 구간의 매 개 점 에서 련속이 
면 함수 /0：) 는 그 구간에 서 련속 이 라고 말한다. 


[3)1 ] 함수 /(피 = 义 2 + 3义는 (-00, + oo ) 에서 련속이다. 
사실 아무런 점 (- oo , +00) 를 잡아도 
Ay = f{x + Ax) - f(x) = [(x+ Ax) 2 + 3{x + Ax)J- (x 2 + 3x) = 


= 2xAx-\-(Ax) 2 +3.Ax = (2x+3)Ax:+(Ax) 2 


lim Ay = lim 

Ar 나 0 Ax 나 o 


[(2^+3 )Ax + (Ax) 2 = 


즉 /(') =+ 3义 는 (- oo ,+ go ) 의 임의의 점에서 
련속이므로 (-00 , +00) 에서 련속이다. 

[몇가지 련속함수의그라프] 


우리가 늘 다루고있는 함수들인 y-x n , 7 = sinx , 


y = cosx , y = tanx , y = a x , y = log a x 등은 다 그것 이 뜻 
을 가지는 구간에서 련속이다. 이것들의 그라프를 보면 
직 관적 으로 그것 이 련속이 라는것 을 곧 알수 있다. 
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M 0< a<\ 


K 함수 f { x ) 와 g ( x ) 가 점 ;c = a 에서 련속이 면 함수 /( x ) 외 
의 합，차，적，상도 점 x = a 에서 련속이 다. 

[불련속함수] 

함수 /(功가 점 x = a 에서 련속이 아닐 때 함수 f ( x ) 
! a 에서 불련 속이라고 부른다. 

[례] 함수 f ( x )=-^ 은 점 
x -3 

x = 3 에서 불련 속이 다. 

사실 그림에서 보는것처 
럼 이 함수의 그라프는 
점 ;<: = 3 에 서 끊어 져 있 다. 

이 함수는 점 ;c = 3 에 서 
뜻을 가지지 않을뿐아니 
라 jc 니>3일 때 극한도 가지 지 않는다. 






[례] 함수 ᅨᅪ은 점 
g { x ) x-l 

_y = l 에 서 불련속이 다. 

사실 그림에서 보는것 
처럼 이 함수의 그라프 
는 점 x=l 에서 름이 
생겨 끊어 져 있 다. 

lim^4 = lim^-^-= lim 야 + 나今 _ 1 ) = lim(;c+1) = 2 

x^l g ( x ) x^l x-l 네 x-l 네 

이 함수는 JC = 1 에서 뜻을 가지지 않지만 JC — 1 
일 때 극한은 자진다. 

[례] 함수 少 = [ x ] 는 점 x = 0 , 

±1, ±2, … 에서 불련속 
이 다. 

사실 수 x 에 그 옹근수 
부를 대 응시 키 는 함수 
y =[ x ] 의 그라프는 점 
x = 0 , ±1, ±2, •••에서 그 높이가 1만큼씩 쥔다. 

3. 도함수 

[미분결수] 

함수 7 = /(지가 주어졌다고 하자. 점 에서 독립변 
수의 증분 Ax 를 잡고 이 에 대 응하는 함수의 증분을 Aj 라 
고 하면 

^ y = f (. a + Ax )- f ( a ) 

이때 비 유= 페)-/⑷ 는 산 에 따라 달라진다. 
Ax : Ax 

이것을 와 « + Ax 사이 에서의 함수 7 = /(功 의 평균변화률 
이 라고 부른다 . 
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만일 극한 


lim ^ =lim 八“+사)-八이 

Ax->0 Ax Ax^-0 Ax 

이 있으면 함수 7 = /(功는 점 «에서 미분가능하다고 말한다. 
이때 이 극한은 점 a 에서의 함수의 변화속도 즉 변화률을 
나 타낸다. 

점 G 에서의 함수 /(功 의 변화률을 /'(비 로 표시 하고 
이것을 미분결수라고 부른다. 즉 

Ax 나 0 AX Ax^O AX 


[례] 함수 j = 3 jc 2 +5 의 점 jc = 2 에 서 독립 변수의 증 
분을 Ax 라고 하면 

Av =/(2+ Ax )-/(2)=[3(2+ Ax ) 2 +5]-(3-2 2 +5) 

= 12 - Ax + 3 -( Ax ) 2 


Ay = 12- Ax +3-( Ax) 2 =12+3-Ay 
Ax Ax 

따라서 lim —= lim (12 + 3- Ax ) = 12 

Ax-—0 Ax Ax: 나 0 


즉 함수 _y = 3; v 2 +5 는 점 ;c = 2 에 서 미 분가능하 


의 


고 미 분결수는 /，(2) = 12이 다. 


[미분결수의 기하학적으 I 미] 

그림에서 보는바와 같이 
MP=Ax 

NP = Ay = f ( a + Ax )- f ( a ) 


NP _ Ay _ f(a + Ax)-f ( a ) 
MP _ Ax _ Ax 


= tan or 


즉 평균변화률은 가름선 MN 
방향곁수를 나타낸다. 



이 제 Ax 니 ■() 이 면 점 N 은 함수 /(功의 그라프에 따라 
점 보에 끝없이 가까와가고 가름선 MN 은 그 방향을 점차 
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로 바꾸면서 직선 MT 에 얼마든지 다가간다. 이 극한위치 
에 있는 직선 MT 를 점 보에 서 곡선 L 에 그은 접선이라고 
부르고 점 M 을 접점이라고 부른다. 

가름선 MN 이 접선 보고로 다가갈 때 «— >，이다. 따 
라서 함수 /(지 가 점 a 에서 미 분가능하면 


f '( a )= lim - r - = lim tan 幻 r = tan B 

Ai'^-0 Ax a 사 } 

그런 데 tan ， 는 접 선 보고의 방향곁수이 다. 

이 리하여 미 분곁수 / V )는 점 M (凡 /⑷) 에 서 f { x ) 

의 그라프에 그은 접 선의 방향곁수와 같다. 

[미분결수의 력학적으 I 미] 

어떤 물체가 직선운동을 한다고 하자. 이때 질점의 
운동법 칙 은 질 점 이 운동한 거 리 S 의 시 간 f 에 관한 함수 
S =/ 的로 표시된다. 

어 떤 순간。으로부터 삼 시 간동안에 물체 가 이 동한 
거 리를 AS 라고 하면 

AS = ./( f 0 + ᅀ ?)一■/ (, o ) 

이 다. 물체 가 등속운동을 하면 비 

AS = /( f 0 + AO -/( f 0 ) 은 물체 가 운동한 속도이 다. 그러 

I 乂 t At 

나 물체가 부등속운동을 하는 경우에 이것은 신시간동안 
의 물체의 평균속도와 갈다. 즉 함수의 평균변화률은 력 
학적으로 직선운동을 하는 물체의 평균속도를 나타낸다. 
이것은 삼를 어떻게 잡는가에 따라서 그 값이 달타진다. 
삼를 충분히 작게 잠으면 평균속도는 시간 “에서의 순간 
적인 속도에 가까와진다. 


乂 


v (，베 


lim 

ᅀ나 o 


/(?0+ ， /( 。 : 




이 리 하여 미 분곁 수 f ( t 0 ) 은 력 학적 으로 직 선운동을 
하는 물체의 순간。에서의 순간속도를 의미한다. 
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[례] 어떤 물체가 s =^ ■안 2 의 법칙으로 자유락하를 시 
작하여 시=5 초인 순간에 이 물체의 속도 V 는 


(여 기 서 g = 9.8 m / s 2 ) 
v = S f (0 = g ? 


v (5) = 9.8 x 5 = 49 (m / 5) 

[도함수] 

함수 /( 功 가 구간 (이 均의 
매개 점에서 미분가능하면 f ( x ) 

는 구간 ( fl , b ) 에서 미 분가능하 
다고 말한다. 

함수 /(ᄌ) 가 구간 (公, 公) 에서 미 분가능하다고 하자. 

이 때 매 개 점 切 에 그 미 분곁수 /(功를 대 응시 

키 면 ( a , &) 를 뜻구역 으로 하는 하나의 새 로운 함수가 정 
해진다. 이 함수를 /'(功로 표시하고 함수 /(功의 도함수 


{ a , b ) 



-Zr n2} ) 

나 



라고 부론다. 즉 

f \ x ) = lim 추- = lim 

Ax— >0 Ax Ax 네 


f ( x + Ax )- f ( x ) 

Ax 


함수 7= /(功의 도함수를 


xe ( a , b ) 


등으로 it 시 한다. 

※ 함수 /( x ) 가 ( a , 이 에서 미 분가능하면 ( a , 이 의 매 개 점 x 
에는 /( x ) 의 미분결수가 꼭 하나씩 대응한다는것은 극한의 성질로 
부터 나오는것이다. 

이 와 같이 도함수를 받아들이면 점 jc = JC Q 에서의 함수 
f { x ) 의 미분곁수(변화률)는 점 x = x 0 에서의 도함수값 
/' (자) 이다. 그러므로 구간 (이 이 에서 미분가능한 함수의 
도함수 /'( JC ) 를 구한다는것은 구간 (이 이의 임의의 점 X 
에서의 미 분결 수(변화률)를 구하는것 이 다. 
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[례] 함수 기=，은 

Ay = /(x+Ax)-/(a:) = (a:+Ax) 2 -x 2 
=x 2 +2xAx+(Ax) 2 -x 2 =2x-Ax+(Ax) 2 

이며 따라서 ^ = 2 x - Ax +( A,) 2 =2x+Ay 

이고 도함수는 

y f = (x 2 ) f = lim (2x+Ax)= lim 2x4 - lim Ax = 2x 

Ax->0 Ax 나 0 Ax^O 

이때 점 x = -l , JC = 3 에서의 도함수값(미분곁 
수)을 구하면 

/，(- 1) = 2 •(-1) = -2 

f'(3) = 2-3 = 6 

[함수의 미분가능성과 련속성사이의 관계 ] 

함수 7 =/(지 가 점 에서 미분가능하면 /(지 는 점 


a 에서 련속이다. 

※ 이 명제의 거꿀은 성립하지 않는다. 즉 함수가 련속인 점에 
서 반드시 미분가능한것은 아니다. 

례 로 함수 /( x ) = | x | 은 x = 0 에 서 련 속이 지 만 미 분불가능하다. 
사실 


/(•*)=•* 



x >0 

x<0 


이 므로 : c = 0 에서 의 변수의 증분 사 에 대 하여 


Ay = f ( 0 + Ax )- f ( 0 ) = 



Ax >0 

Ax <0 


이고 따라서 


이므로 
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이 다. 그러 므로 ᅀ X — 0 일 때 쏘 는 일정 한 

Ax 

극한을 가지지 않는다. 

따라서 함수 f ( x ) = | x | 는 점 x = 0 에서 
미 분불가능하다. 

그림 에서 함수 /(지 는 점 x = cr 에서 련 
속이지 만 미 분불가능하다. 




[미분법의 기본규칙] 

도함수를 구하는것을 미분한다고 말하고 도함수를 구 
하는 산법을 미분법이 라고 부론다. 

① c'=0 아는 상수) 

② ( c _/( X )) = c - f '{ x ) 

③ [ f ( x )± g (功: f = fix ) ± g '{ x ) 

④ [/ ⑴년⑴ ] = /피냄(功 + /(功、?’(功 

장 r /(^) i _ f\x) ■ g(x) - /(x) - g \x) / r . m 
松 LiwJ - ?w U( ) j 

규칙 ③, ④는 일 반적 으로 3개 이상의 함수들인 경 우 
에 도 그대 로 성 립한다. 

+ f 2 {x) + ■■■ + f n {x)\= (x) + / 2 (x) + ■■■ + /„ (X> 

[/i ⑴ ./ 2 ⑴ . f,X x )] =/i ⑴ ./ 2 ⑴ ./„w+ 

+ f \{ x )- f 2 ⑴ ./„ (功 + … + / l ( X )_/ 2 (>). f „ ⑴ 
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[초등함수의 도함수] 

초등함수의 도함수는 우에서 본 미분법의 기본규칙과 
함께 기본초등함수들의 도함수를 구하는 다음 공식들에 
의하여 구하면 된다. 


함 수 

도함수 

함 수 

도함수 

c 

0 

cosx 

-sinx 

I 公 

沈 ， 1 

tanx 

sec 2 x 

lo 나 

1 

x\na 

cotx 

-cosec 2 x 

lnx 

丄 

X 

arcsinx 

1 

Vl-x 2 

a x 

公자 n 次 

arccosx 

1 

、 /l-x 2 

e x 

e x 

arctanx 

1 

1+x 2 

sinx 

cosx 

arccotx 

1 

1+x 2 


[례] ① y = X 3 + 2 x 2 + 5ᄌ + 3 
y '= 3 x 2 + 4 x +5 
② y =( 2 x + l )( 3 - x 2 ) 

y '=( 2 x +\)'( 3 - x 2 )+( 2 x + l )( 3 - x 2 )' 

= 2 ( 3 - x 2 ) + ( 2 x + 1)(-2 功 = 6 - 2 x - 6 x 2 


( 义 _1)’( 义 +1)_( ᄌ - l)(x+l)’_ 2 

少 _ (x+l) 2 _ (x+1) 2 

④ y = x + sinx - cos ^: 
y = l + cosx + sinx 
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4. 복잡한 함수의 도함수 

[합성함수의 도함수] 

7 가 w 의 함수 y = f ( u ) 이 고 w 가 또한 x 의 함수 
u = g ( x ) 이면 j 는 x 의 어떤 함수로 된 다. 이 함수를 
7 = /( g ) 로 표시 하고 함수 /와 요 의 합성함수라 고 부른다. 즉 

y = /(g)W = /[ 볘 

함수 y = / ( u ) 가 점 w 에 서 ， u = g ( X ) 는 점 义 에 서 미 분 
가능하면 합성 함수 7 = /[ gC ^)] 는 점 x 에서 미 분가능하며 

d l J l d f x (，=，»•.)) 

즉 y ' = [ f ( g ) Kx ) = f '[ g ( x )]- g '( x ) 

※ [八키]'⑴는 합성함수 八키의 도함수 八키'의 점 义에서 
의 값이고 /'[ g ( x )] 는 / 의 도함수 /' 의 g ( x ) 에서 의 값이 다. 

[3)1 ] ① y = {2 x — I) 3 은 두 함수 y = u 3> , w = — 1 로 

이루어진 합성함수이므로 

y =( u 3 y (2 x-iy = 3 u 2 ^2 = 6(2 x - l ) 2 
② 3 ； = sirLX 2 은 y = sinu , w = : v: 2 으로 이 루어 진 
합성 함수이 므로 

y f = (sin u ) f -( x 2 ) f = cos u -2 x = 2 x cos x 2 

[거꿀함수의 도함수] 

x = f ~\ y ) 1 - j = /(； c ) 의 거 물함수라 고 할 때 /，⑶굳 0 
이고 x = f -\ y)A 련속이면 [厂 1 ()，)]，”눈 

다시말하여 거물함수의 도함수는 본래함수의 도함수 
의 거꿀수와 같다. 
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[례] 


少 = arcsin <- 등 <_ y < 증) 의 거물함수는 :\: = sin_y 이므로 
( arcsinx )'= , ) 、, =—-—= , ^ —— = 

(S—) COSJ 小 - sin 2 y 


1 


l -[ sin ( arcsinx )] 



즉 (arcsinx Y = , 

[보조변수로 표시된 함수의 도함수] 

함수 y =/( x ) 가 f 를 보조 변수로 하는 보조 변수함수로 


주어졌다면 즉 


이면 X 에 관한 



t^[a. 




dy 

j^dy Jdt 

dx dx^ cp\t) 
dt 

[례] 원둘레 \ x = rcost , fe [ 0, 2 끼의 도함수는 
나 = rsini 

dy _ (rsinO' _ rcost _ cost _ cq ^ 
dx (rcost)' -rsint siiU 

이것은 원둘레우에 놓인 점에서 그 원둘레에 그은 접 
선의 방향곁수이다. 

그런데 그 점 에서 그은 반경의 방향곁수는 tan? 이므로 
(-cot t) - tan t = -1 

다시말하여 접 선은 반경 에 수직임 을 알수 있다. 
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[로그미분법] 

/( 시 = ; c sinj : ( jc >0) 의 도함수를 구한다고 하자. 
두 변에 자연로그를 취하면 

In f { x ) = \ nx smx = sinjc-lnx 
여기서 ln /( 功는 합성함수이므로 


fix ) 


■/ , (^) = cosjc - lnx + sinjc - 


... f '( x ) = /(x)^cosjclnx+ j= JC sinx fcosxlrue+ s ^ nx j 

이와 같이 두 변에 로그를 취하고 미분하는 방법을 

로그미분 법이라고 부론다. 

[고계도 함수] 

함수 广:八功의 도함수의 도함수 (/' ⑴)' 즉 

(/ ⑴)， =lim 八다，)—广⑴ 

Ax 냐 0 Ax 

를 함수 f ( x ) 의 2계도 함수라고 부르고 다음과 같이 표시 한다. 


/, /" ⑶， 


d 2 y d 2 f ( x ) 


dx 2 dx 2 

마찬가지방법 으로 3계，4계 도함수들을 정 의할수 있으 
며 일반적으로 «-1계도함수의 도함수를 « 계도 함수라고 부 
르고 다음과 같이 표시한다. 


，)，/的⑴，유 

dx 


d n m 

dx ' 1 


2계 도함수이상의 도함수를 고계도 함수라고 부르며 이 와 
구별하여 /' ⑴ 를 1계도 함수라고 부론다. 


[례 ] /( 功 =，의 5 계 도함수를 구하여보면 
/ ( ( x ) = 4 x 3 , f \ x ) = l 2 x 2 , f '\ x ) = 24 x 
/ 4 ⑴ = 24， / 5 ( x ) = 0 
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[3)1] jzsinx 의 « 계 도함수를 구하여보면 


y =cosx = sin 


v 


n 

X H - 

2 y 


y = cos 


x + - 


代 


- sm 


X ~h 2 ' 


代 


代 


y' n = cos x + 2 — I = sm 

l 2 


x + 


3 .즈 


일반적으로 y { n ) = sin ^ x + n-^-j 

『 p 겨ᅵ두하수이 려하저이 nn 

도함수ᄆ(미끁5시^ 력학적으로 직선운동을 하는 물 
체의 순간속도를 의미 하였다. 즉 어떤 물체가 운동법칙 

s=fit) 

로 직선운동을 한다고 하면 어떤 순간 广게서의 속도 V 이는 

vit)=f\t) 

그러므로 2계도함수는 속도의 변화률 

ᅀ나 o At 


이며 이것은 곧 가속도를 의미한다. 

즉 a { t ) = v \ t ) = f "{ t ) 

이 리하여 2계 도함수 (2 계 미분곁수) 는 력학적 으로 직 선 
운동을 하는 물체 의 가속도를 의 미한다. 

[례] 질점이 운동법칙 


5 , =v 0 ^+sin^ 

에 따라 직선운동을 한다. 임의의 순간《에서의 
속도는 

V ⑴ = ' = V 0 +COS 호 

이고 가속도는 

a { t ) = s n = ( v 0 + cos ，)’ = - sii " 
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5. 도함수의 응용 


[함수의 증가, 감소] 

함수 /⑴가 [이미 에서 련속이 고 ( a ， 均 에서 미분가 
+동!•아•그 I . 

이때 도함수 f \ x ) 는 함수 /(功 의 그라프의 점 
M ( jc , /(功) 에 서 이 그라프에 그은 접 선의 방향곁수를 의 
미하므로 /'(功 의 부호에 의하여 함수가 증가하는가 감소 
하는가를 판정할수 있다. 

• /»>0인 점 x 에서 함수 /⑴의 그라프에 그은 

접 선은 그 방향결수가 정이 므로 왼쪽에 서 부터 오른쪽으로 
오르는 직선이 다. 따라서 점 x 가까이 에서 함수의 그라프 
는 왼쪽에서 오른쪽으로 오른다. 즉 /( 功 는 점 x 가까이 
에서 증가한다.(그림 -1)) 



• /'(功<0인 점 jc 에 서 함수 /(功 의 그라프에 그은 

접 선은 그 방향결수가 부이 므로 왼쪽에 서 오른쪽으로 내 
리는 직선이 다. 따라서 점 JC 가까이 에서 함수의 그라프는 
왼쪽에 서 오른쪽으로 내 려간다. 즉 /( 功 는 점 x 가까이 에 
서 감소한다. (그림 L )) 

도함수의 부호에 의하여 함수의 증가와 감소를 다음 
과 같이 판정 할수 있다. 

① /' O )>0( fl < jc < 的 이면 함수 /⑴는 [ a , 어 에서 증 
가한다. 

② /' ⑴<0 ( fl < jc 사) 이면 함수 /⑴는 [ a , 미에서 감 
소한다. 
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※ 함수 /(功의 도함수 /'切의 값이 0 이 되는 점 즉 f \ x )=0 
이 되는 점 x 를 함수 /(功의 머물점(정류점)이 라고 부론다. 

함수의 증가구간，감소구간은 다음과 같이 구한다. 

① 주어 진 함수의 머 물점 들과 미 분불가능한 점 (도함 
수값이 없는 점 )들을 찾는다. 

② 이 점들에 의하여 /'(功의 뜻구역을 몇개의 구간으 
로 나 눈다. 

③ 매 구간에 서 /(功의 부호들의 관계 에 의하여 증가 
또는 감소구간을 정한다. 

[례] 함수 /( X )=: c 3 -6; v : 2 +9; v :+2 의 뜻구역은 (- CQ , + co ) 이 다. 
이 함수의 도함수 /⑴ = 3 jc 2 -12 jc +9=3 Cx -1)( jc -3) 
가 0이 되는 점 즉 ( x -1)( jc -3) = 0 이 되는 점 
x = \, jc = 3 은 머물점으로 된다. 

함수의 뜻구역 (-00, +00) 을 머물점들을 경계로 

하여 나눈다. 즉 
(-的, 1), (1, 3), (3, +的) 

로 나눈다. 

매 구간에서 도함수 /(功의 
부호를 보면 

구 간 (- <X), 1) 에 서 f \ x ) > 0 
(1, 3) 에 서 f '( x )<0 
(3 , + oo ) 에 서 f \ x ) > 0 
따라서 함수 /(功 의 증가구간은 (- CO , 1) U (3, + CO ) 
이 고 감소구간은 (1, 3) 이 다. 

[함수의 극값] 

함수 /(功에 대하여 /(비가 점 o 의 가까이에서 가장 
큰 값이면 즉 X = 가까이의 아무런 점 X 를 잡아도 늘 
/ Oc )</( fl ) 이 면 함수 / Oc ) 는 점 X = fl 에 서 극대로 된 다고 
말하고 /(비를 극대값 , 义 = 0를 극대 점이라고 부론다. 
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함수 /( a ) 가 점 a 의 가까이 에서 가장 작은 값이면 
즉 x = a 가까이의 아무런 점 jc 를 잡아도 늘 /(; c )>/( a ) 이 
면 함수 /( 功 는 점 ；c = a 에서 극소로 된다고 말하고 f ( a ) 
를 극소값， x = a 를 극소점 이 라고 부른다. 

함수의 극대값과 극소값을 통털 어 극값이 라고 부르고 
극대점 과 극소점 을 통털 어 극값점 이 라고 부른 다. 



[1 계 도함수에 의 한 극값점의 판정조건 ] 

미 분가능한 함수 /( X )가 점 x = 에 서 극값을 가지 면 
/’(幻 0 = o 이 다. 

미분가능한 함수 /(시 가 점 x = a 에서 /'( a ) = 0 이라 
고하자. 이때 

① :회 公:料이면 ^ 미는，⑴의 극대점 


■ X < a 에서 / X ^)<0] 
에서 f \ x )>0\ 


이면 점 ;c = a 는 /⑶의 극소점 
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※ 함수 /( X ) 가 미분불가능한 점에서도 극값을 가질수 있다. 
이 경우에도 우에서와 마찬가지로 미분불가능한 점의 왼쪽과 오른쪽 
가까이 에 서 도함수 /'( X ) 의 부호변화를 살펴 극대 , 극소를 판정 한다. 

극값을 구하는 규칙 

① 머물점과 미 분불가능한 점들을 구한다. 

② 이 점들을 크기순서로 놓고 구간을 나눈다. 

③ 매 점들의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 도함수 f \ x ) 
의 부호변화를 살펴 극값점 을 판정한다. 

④ 극값점들을 함수에 갈아넣어 극값을 얻는다. 


X 

—00 • • • 

公 

••• + 00 

점 a 에 대 한 판정 


+ 

0 

- 

극대 점 

fix ) 

- 

0 

+ 

극소점 


土 

0 

士 

극값점이 아니다. 


[례] 함수 ,( x )=2 x 3 -3 x 2 -12 x +6 의 뜻구역은 (- 00 , +oo) 
이 다. 도함수를 구하면 

/ f (jc) = 6x 2 - 6x - 12 = 6 (jc 2 - X - 2) = 6(jc - 2)(jc + 1) 

머물점은 자 = - 1 , x 2 =2 


머 물점 지 = -1 의 가까이 에 서 

y t 

13 

x<-l 이 면 f\x) > 0 

A 


JC>-1 이 면 f\x) < 0 

1 ; 
i 

6 

이므로 점 지=-1은 /(功 의 극 

i 

i 

i 

1 , 1 , 

대 점 이 며 극대 값은 /(-1)=13 

-1 0 

: 2 

이 다. 


i 

머 물점 자 = 2 의 가까이 에 서 


i 

jc < 2 이면 f\x) < 0 

-14 

Ay 


jc > 2 이 면 f '{ x ) > 0 

이 므로 점 句=2는 /(功 의 극소점 이 며 극소값 
은 /(2) = -14이 다. 
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우에서 본 결과를 표로 만들어보면 다음과 같다. 


X 

-00 • • • 

-1 


2 

… +00 

fix ) 

+ 

0 

- 

0 

+ 

fix ) 

/ 

13 

、 

-14 

/ 

증가 

극대 

감소 

극소 

증가 


[례] 함수 f ( x ) = x ^( x - l ) 2 의 뜻구역은 (- 00 , + 00 ) 이 다. 
① 극값점으로 될수 있는 머물점，미분불가능한 점들 
을 구하기 위 하여 먼 저 도함수를 구한다. 




2 


x _ 3 (x — 1) + 2 x _ 5 x — 3 

_3 仏 「1 


머물점은 ^=1, 미분 

불가능한 점은 义2 = 1 이다. 

② 머물점과 미분불가 
능한 점 들에 의하여 구간을 
분할하고 매 구간에서 도함 
수의 부호변화를 살펴 극값 
점을 구한다. 


X 

-00 • • • 

3 

一 i 


1 

.•• ᅥ -00 

f '( x ) 

+ 

0 

- 

없다. 

(CO) 

+ 

fix ) 

/ 

극대 

、 

극소 

/ 



③ 극값점들을 함수에 갈아넣 어 극값을 구한다. 



대 값 


/(1)=0 : 극소값 
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[2 계도함수에 의한 극값점의 판정조건] 

두번 미분가능한 함수 /(功에 대하여 f \ d )= 0 , f ( a )^0 
이라고 하자. 이때 

① /"( a )>0 이 면 점 «는 /(功의 극소점 

② /"( a )<0 이 면 점 fl 는 /⑴의 극대점 

[례] 함수 /(功 = 느 3 -뇨 2 +1 의 뜻구역은 (- 00 , + 00 ) 이다. 
도함수를 구하면 

f '( x ) = 6 x 2 -6 x = 6 x(x - 1) 
f ( x ) = 12 x -6 = 6(2 x - l ) 

/' (功 = 0 을 풀어 머물점을 구하면 

— 0 j JC 2 = 1 

매개 머물점에서 /"(功의 부호를 살피자. 

머 물점 지 = 0 에 서 

/"( 0 ) = 6 ( 2 - 0 - 1 ) =-6 <0 
... /(0) = 1: 극대값 
머 물점 ; t 2 = 1 에 서 

/"( 1 ) = 6 ( 2 - 1 - 1 ) = 6>0 
/(1) = 0:극소값 

[최대값과 최소값] 

함수의 뜻구역에 속하는 모든 점에서의 함수값들가운 
데서 가장 큰 값을 최대값， 가장 작은 값을 최소값이 라고 
부른다 • 

함수의 최대값과 최소값은 다음과 같이 구한다. 

① /( 功가 구간 [이 이에서 련속이면 이 구간에서 최 
대값과 최 소값을 가진 다. 

이 경 우에 ( a , 的 에서 /(功 의 모든 극대값과 극소값 
을 구하고 여기에 끝점에서의 함수값 /( a ), /(切를 덧붙 
여 이가운데서 가장 큰 값을 최대값으로，가장 작은 값을 


319 



최소값으로 잠으면 된다. 

② /0：)가 [ a , 어에서 증가(감소)함수일 때에는 끝점 
에서의 함수값이 최대값(최소값)으로 된다. 

즉 / Oc ) 가 [ a , 어에서 증가(감소)함수라면 /( a ) 는 최 
소값 (최 대 값)， f ( b ) 는 최 대 값 (최 소값)으로 된 다. 

③ /0：)가 구간 ( a , 的 에서 련속이 면 이 구간에서 최 
대값, 최 소값이 있을수도 있고 없을수도 있다. 그러 나 최 
대값, 최 소값이 있 다는것 이 알려 졌 다면 극대값들가운데 서 
가장 큰 값이 최대값，극소값들가운데서 가장 작은 값이 
최소값으로 된다. 

④ 만일 /分)가 어 떤 구간 (유한 또는 무한)에 서 련속 
이고 주어진 구간에서 단 하나의 극값을 가질 때 바로 그 
것 이 극대값이 면 곧 그것 이 최 대 값으로 되 고 극소값이 면 
그것 이 곧 최소값으로 된다. 

[례] 구간 [-1, 2] 에 서 함수 /(功 = ᄊ-2戶 +3의 최 대 

값과 최 소값을 구하기 위하여 먼저 (-1, 2) 에 서 

극대값과 극소값을 구한다. 

f '( x ) = x 2 -4 x = x(x - 4) 
f \ x ) = 2 x-A 

머 물점 은 Xj = 0 , 서 = 4 이 다. 그런데 jc 2 = 4 는 

구간 (-1, 2) 밖의 점 이 므로 버린 다. 

지 =0에 서 /"⑶의 부호를 보면 
/"(0) = 2.0-4 = -4<0 
/(0) = 3 : 극대값 

(-1, 2) 에 서 /⑴의 극소점 은 없 다. 

다음으로 [-1, 2] 의 끝점 에 서 의 함수값을 구하면 

/(-1)=-^--2(-1) 2 +3 = | 
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/(2)=부 -2.2 2 +3 = -2| 

이 리하여 [-1, 2] 에 서 주어 진 함수 /(功의 최 대 
값은/ (0) = 3 이고 최소값은 /(2) = -2ᅮ이다. 

[미분과 함수값의 근사계 산] 

함수 기 = /00가 도함수 /' (功를 가진다고 하자. 

함수 7 = /(기 에 대 하여 /'( X)Ax 를 함수 3； = /( X ) 의 
미분이 라고 부르고 功 로 표시한다. 

즉 dy = /’ Cx)Ax 

따라서 우의 근사식 은 다음과 같이 쓸수 있다. 

Ay ^ dy = f \ x)^oc 

독립 변수 x 의 미 분은 그 증분 Ax 로 정 의한다. 

즉 d!x = Ax 를 쓰면 dy = f \ x)dx 

[3)1] ); = x3 의 미 분은 dy = ( x 3 )'dx = 3 x 2 dx 

y = cosx 미 분은 dy = ( cosx) f dx = -sinxA 
근사식 Ay = f(x + Ax ) - f ( x ) ^ dy - f \ x)Ax 로부터 함수 

값에 대 한 다음의 근사식 을 얻는다. 

f(x + Ax ) « f ( x ) + f \ x)Ax 

특히 ；c = 0 이면 

/( Ax )«/(0) + / X 0 )Ax 
흔히 쓰는 근사공식은 다음파 같다. 

• /( X ) = ; c “( aeR ) 일 때 

(x + Ax) a ^ x a + ooc a ~ l Ax 
특히 ；c = l 이면 (1 + A 功 + 

• / Cx ) = siru : 일 때 

sin(x + Ax ) « sinx +cosx • Ax 

특 히 义 = 0 이 면 sin Ax « Ax 
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[례] 1.02 2 =(1+0.02) 2 «1+2-0.02=1.04 


V 0.964 = Vl -0.036 «1-^-0.036 = 0.982 

sin ” 의 근사값은 1° =_^이 므로 

1 oU 

sml ° =sin TfrTfr 0 _ 0175 


厂'상 식/- 

만능가령의 수학자 
빵까레 (1854-1 912, 프랑스 ) 

광까레는 어려서부터 기억력이 특출하였다. 그는 눈으로 본 
모든것을 정 확히 기 억할수 있었고 책 에서 읽 은것은 어 느 페 
지 , 어느 대목에 무슨 내 용이 있다는것까지 죄 다 이 야기하였 
다고 한다. 대학입학시험때에 《나라는 어떻게 하면 부흥되는 
가?》라는 작문시험 지를 얼마나 잘 썼던지 시험 관이 감격 을 
금치 못하였다는 일화도 있다. 

광까레는 중학교시절에 수학시험성적 이 0점이였던적도 있 
다. 그러던 광까레가 수학에로 학습방향을 돌린 다음 1872년 
수학경 연에 서 는 단연 첫 자리 를 차지하였 다. 

평•까레는 34살에 원사가 되 고 500여 건의 저 작을 남기 였 다. 

그중 수학분야가 166건，력학분야가 110건, 물리학분야가 
120건이다. 수학분야에서는 미분방정식이 68건, 함수론이 44 
건，대수와 수론이 28건, 기하학이 14건，대수적위상기하학이 
12건 이 다. 꽝까레 는 《 광까레가설》을 계 기한것 으로 하여 더 
이름이 났다. 

7 
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제 14 장. 적 


1. 부정적분과 정적분 


[원시함수] 

함수 F ( jc ) 의 도함수가 /(功일 때 즉 

F’O) = / ⑴ 

일 때 함수 F (; c ) 를 함수 /(功 의 원시함수라고 부론다. 

[례] (； c 3 )'=3; c 2 이 므로 F 0 c ) = ? 은 /(; c ) = 3; c 2 의 원시함수 
이고 (기 3 + 5/= 3义 2 이므로 F ( x ) = x 3 +5 5- / ( jc ) = 3 a ： 2 
의 원시함수이다. 

[레 ] v = gf 의 원 시 함수는 《 = 이 다. (••• s ' = v ) 

함수 FCx ) 가 /(功 의 한 원시 함수이 면 /(功 의 모든 
원 시 함수는 

F ( X ) + c(c 는 상수) 

모양을 가진다. 

[부정적분] 

함수 /⑴ 의 한 원 시함수를 F (; c ) 라고 할 때 
F ⑴ + c 나는 임의의 상수) 

를 함수 /(功의 부정적분이 라고 부르고 

로 표시한다. 

F '( X ) = /( X ) <=> j " / ( x)dx = F ( X ) + c 
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- 기본적분공식과 적분계산규직 

함수의 부정적분을 구하는것을 그 함수를 적분한다고 
말하며 부정적분을 구하는 산법을 적분법이 라고 부론다. 

적 분법 은 미 분법 의 거 물산법이 므로 도함수공식 으로부 
터 부정적분의 다음 공식들을 얻는다. 

부정적분의 기본적분공식 



부정적분의 정의로부터 다음 식이 나온다. 
[\ fix ) dx ] = f ( x ) 
j * f \ x)dx = f { x ) + c (c 는 상수) 
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또한 미분법의 규칙으로부터 다음과 갈은 적분계산규 
칙을 얻을수 있다. 

| kf ( x)dx = 사'/ ( x)dx (灰는 상수) 

\[ f ( x )± g ( x )] d x = \ f ( x ) dx ±\ g ( x)dx 
[례] ① | (2 x + cosx)A = 1 2 xdx + 1 cosxdx = 

r r 2 jc 1+1 . 

= 2J xdx +^ cosxdx - “I -\- c x +sinx+c 2 

= x 2 +sinx+c {c = c x + c 2 ) 

② J ^ _3 一 + 5、)dx = j* x 1 dx - 3J e x dx-\-5^dx = 

— _ 3c x + Sx~\~c 

[정적분] 

함수 /(시 가 구간 [이 스] 에 서 주어 졌 다고 하자. 

① 구간 [a, 이 를 다음과 같은 점들로 «개의 부분으 
로 같게 나누자. 

a = Xq < x x < x 2 <-'< x t _ x < x i <--<x n =b 

② 매 개 나눙구간 [ x t _ l9 x t ] (i = 1, 2, 3, …, 穴) 에 서 임 의 
로 한 점 心를 잡고 적 

/te)Ax 

Ax = x t - x t _ x = -― — 
n 

을 구한다. 

③ 우에서 계산한 적들의 합 

/(系 )ᅀᄌ + /( 舍2 )Ax: + ••• + /(^)Ax 


을 구한다. 
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이 합을 


s„ = 'y'f ( 쇼 ) ᅀᄌ 

i=l 

로 표시 하고 함수 /(功의 [a, 어 에서의 적분합이 라고 부론다. 

④ 적 분합 S„ 은 구간 [a, 미 를 같게 나눈 나눙점 들의 
개수 ？ z 과 [x,_ 1? 세 에서 점 兵 를 어떻게 잡는가에 따라 
달타진다. 그러므로 극한 

n 

limS„ = limy/(^.)Ax 

«—KO «— 

i=\ 

는 점 소를 어떻게 잡는가에 관계된다. 

그러나 련속함수 /(功에 대해서는 이 극한이 兵를 어 
떻 게 잡는가에 관계 없이 늘 있으며 그 극한은 늘 같다. 

이 극한을 련속함수 /(功 의 a 에서 까지의 정적분이 
라고 부르고 

公 

^f{x)dx 

a 

와 같이 표시한다. 

다시말하면 정적분은 적분합의 극한(유한인 수)을 말 
한다. 즉 


[/(jc)(*c= limV/(^.)Ax 

a 

여기서 a 를 적분의 아래끝, 쇼 를 적분의 웃끝, /(功를 
적분할함수， JC 를 적분변수라고 부론다. 

구간 [a, 미에서 함수 /(功의 정적분이 존재하면 f(x) 
는 [a, 이 에서 적분가능하다고 말한다. 

(주의) ① 우에서 적분의 웃끝 &가 아래끝 a 보다 큰 경우 즉 
a <6인 경 우의 정 적 분을 정 의하였다. 
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적분의 웃끝 스가 아래끝 a 보다 작거나 같은 경우는 다음과 같 
이 정의한다. 


b 

a = 公 이 면 J / { x)dx = 0 


公 a 

a > 公 이 면 \ f { x)dx = -\f ( x)dx 

a b 

② 적분합의 정의에서 구간 [ a , 이를 꼭 같게 나누어야 하는것 
은 아니 다. 아무런 방법 으로 나누어 도 그 의 미 는 달라지지 않는다. 

[정적분의 기하학적으 I 미] 

구간 [ a , 어에서 /( 功>0이 고 련속이 라고 하자. 

정 적 분의 정의 에 의하여 


公 n 

[ f(x)dx = lim V /(^)Ax 

J n—>oo 구 — 


그런데 / 法 ) Ax 는 밑 변의 길 
이 가 t 公， 높이 가 /法) 인 직 4각 

형 의 면적 이고 합 (射 Ax 는 

/=1 

계 단도형 ( « 개 의 직 4각형 들로 된) 
의 면적과 같다. 




o 


y = /0) 


11 


v 납 



公 

따라서 적 분 쇼 는 곡선 y = f{x)S\ : c 축，직 선 


x = a , ;c = 6 로 둘러 싸인 곡선제 형 의 면적 과 같다. 

[정적분의 력학적으 I 미] 

질점이 직선을 따라 속도 v = y 公)로 운동할 때 시간 
t x 에 서 t 2 까지 사이 에 지나간 거 리 는 

h 

s =[，(，)* 


이다. 사실 
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= 法 ) A; 

h i=l 

인데 / 法 ) Af 는 상 시 간동안에 평 균속도 /法) 로 이 동한 
거 리 이 고 

之/法)산 


i=\ 


은 t 2 - ti 시 간동안에 이동한 거 리와 근사적 으로 같다. 
00 일 때 이 값은 S 로 된 다. 


[레] ，쇼는 기하학적으로 


보면 다음 그림에서 빗 
선을 친 부분의 면적과 

같다. 0 1 x x x 2 Xi x n 

구간 [ o , 1] 을 다음과 갈은 점들로 «등분하자. 



사 = 0， 사 : 

이 때 ᅀᄌ: 


x 2 : 


2 


•V 


부， X n: 


1-0 


n n 




매개 나눙구간 [ x M , ^.] 에서 兵로서 오른쪽 끝점 
- 를 잡으면 


/法)쏘 = 

그러므로 적분합은 

S„ = 之 / te )Ax = 之」 


1 2 + 2 2 + ••• + w 2 


/=1 


i=l 


-L.i«(« + ix2„ + i)=iri + iY 2+ i) 
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I 다리써 


[x 2 dx= limS = lim—(1+—Y 2+—1 = — 

J "oo 61 n A n) 3 

o 

l 

즉 | x 2 dx = j 
o ' 

[적분학의 기본공식] (뉴톤-라이 브니쯔공식 ) 

함수 /( 功가 [이 이에서 련속이면 /(功의 임의의 원 
시함수 F 0) 에 대 하여 다음 공식 이 성 립한다. 

公 

J f (x)dx = F ( 公 ) - F (a) 

a 

즉 /(功의 [a, 이 에서 의 적 분은 /(功 의 원시함수 F (功 
를 알면 곧 구할수 있다. 

이 공식을 적분학의 기본공식 이 라고 부론다 . 

적 분학의 기 본공식 을 보통 간단히 다음과 같이 표시한다. 

b b 

J" f (x)dx = F( ᄌ ) | 

a 公 

정적분은 부정적분을 구할수 있으면 적분학의 기본공 
식에 의 하여 쉽 게 계 산된 다. 즉 

f(x)dx = F(x) | = f(x)dx |, F’(x) = f{x) 

a 公 

公 

정적분의 계산규칙 

公 公 

① J … 시소 : = A:J /( 시넜 x (A: 는 상수 ) 

a 公 

公 公 公 

② J [/(^) ± g(x)]dx = J f(x)dx ± J g(x)dx 
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左- z, 

[례 ] 3 x 2 dx = 3 x 2 dx = x 3 ^ = 2 3 - 


y 2 y 

[ 례 ] J(sitLx:+cosx)A = j*sirmfe+j* cosxdx : 


7T_ 

~1 


= (-cosx+sinx) | 
o 


= fsiny-cos 헌 - (sin 0 - cos 0) = 2 

정적분에서는 또한 다음과 같은 중요한 성질이 성립하 
며 적분계산에서 널리 쓰인다. 

公 c 公 

③ J / {x)dx = ^f{x)dx+^f {x)dx ce(a, b) 

a a c 


3 

[3)[ ] j*|x - l\dx 를 구 하 여 라 . 
o 


풀이. 


- 2 K-2 2) 2 0 S 


이므로 


3 2 3 



0 0 2 
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2. 적분계산법 


[부정적분계산법] 

-치환적분법 

부정적분 ᅦ/⑴쇼 에서 적분변수 x 를 다음과 같이 바꾸자. 

x = cp { t ) 


여기서 功 0 는 도함수 (p ， {t) 를 가지며 거물함수 t = cp~\x) 
를 가전다. 

이 때 dx- (p\t)dt 

이것들을 부정적분에 갈아넣으면 

J f(x)dx = J f[(p{t)](p\t)dt 

이 공식 을 치환적분공식 이 라고 부르고 이 공식 에 의한 
적 분방법 을 치환적분법이 라고 부른다. 

[례] j *(4 x + l ) 3 成: 를 구하여 라. 

Ax + \ = t 즉 义 = ■^로 바꾸면 
(4 x + 1) 3 = t 3 , dx-^dt 

J (4 x + l ) 3 A = jV •士 A = 눈 +c = ■산등밝 -+ c 

다음의 적 분공식 이 성 립한다. 

① j* f{ax + b)dx = — F (ax + b) + c 

② f f ( x ) 次父 = lnl/ (x)\ + c 

J f(x) 기 


[례] 


sin5^A = -4cos5x+c 



smx 

cosx 


dx = -\ 


(cosx) ^ _ _i n | cos J +c 
cosx 1 1 
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- 부분적분법 

적분할 함수가 두 함수의 적으로 표시되여있는 경우 그 
에 대한 부정적분을 구할 때 그것을 그와 다른 두 함수의 적 
의 부정적분을 구하는 문제로 고쳐서 적분계산할수 있다. 즉 
J u - v'dx = uv - ju'-vdx 

이 공식 을 부분적분공식, 이 공식 에 의한 적 분방법 을 

부분적분법이 라고 부른다. 

[레] j " x-cosxJx 

플이 . U = X y V = COSX 

u ' = \, v = sin_x 이 므로 

J ^ • cos xdx = x • sin x - j * 1 • sin xdx 
... J ᄌ cos xdx = ᄌ sin x + cos x + c 

[ 례 ] | In xdx 
플이 . u = In x f v ’= 1 

乂 = 丄 ， v = 义 이 므로 

j * \nxdx = x '\ nx -^ x~dx = x \ nx-^dx = 

= x -\ nx-x + c = x(\nx - l ) + c 

[정적분계산법] 

치환적분법 

公 

정적분 ]"/00쇼를 계산할 때 원시함수를 구하기 위하 

公 

여 변수 X 를 관계 식 = 에 의 하여 《 로 바꾸면 X 의 

모든 구간 [ a , 이를 [( p ( a ), 分 (&)] 로 바꾸어 야 한다. 

b ( p { b ) 

^ f { x ) dx = ^ f [ cp { t )\( p '( t)dt 

a ( p \ a ) 
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[려ᅵ] J 수를 구하여라. 


ᅨ ^: i+x 3 =t ^f D d 

3x 2 dx = dt, dx = —dt 

그리 고 jc = 0 일 때 t = \ , jc = 1 일 때 ; = 2 이 며 x 
가 [0, 1] 에서 변할 때 ft [1, 기 에서 변한다. 
I다리써 




4(ln2-lnl) = 4ln2 


[례] j V^ 2 ~^ 2 dx (“〉 0) 를 구하여 라. 
o 

x = asin 호 라고 놓으면 dx = a cos tdt 

jc = 0 일 때 ； = 0, x = a 일 때 t = — 

2 

이 며 ;c 가 [0, a] 에서 변 할 때 ，는 0, y 에서 
변한다. 따라서 


la z -x z dx= I 、la 2 - a 2 sin 1 1 • acostdt 


~i _ T 

-a 1 (Vl-sin 2 ，cos，A = a 2 [cos 2 tdt- 


~2 E. 

세土끙의:른卜뿐] 2 케 

o 、 샷0 
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[례] \ x\nxdx 


플이. u = lnx , V = x 
1 x 2 


u = ? v = T o1 -^ 
2 2 


Inx'xdx^nx'^-] 


x 2 


■ dx - 


2 In 2 _ — J xdx — In 4 — 


: ln4 극 


- 부분적분법 

정적 분에서도 부정적분의 부분적분공식 과 비슷한 공식 
이 성립한다. 즉 

公 ᅀ公 

uvdx = u - v \- uvdx 

J a J 

a a 

7T_ 

T 

[례] Jxcos^A 
0 

플이. U = X, VICOS' 

u =\, v = sin ，: 이 므로 



行 12 *I!♦ o 

I 

行 - 2 - o 

X 



行 12 *IX '»o 
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3. 복잡한 함수의 적분 
[유리함수의 적분] 

P (; c ) 와 Q (功 가 여 러마디식 일 때 모양으로 표시 

되는 함수를 유리함수라고 부론다. 

유리함수가운데서 유리옹근함수(여러마디식)의 적분은 
기 본적분공식 에 의하여 쉽 게 구할수 있 으므로 QOc ) 가 1차 
이상의 여러마디식인 경우 즉 적분할 함수가 분수식인 경 
우의 적분만을 보기로 한다. 

분자의 차수가 분모의 차수보다 낮으면 그것을 참분수 
함수 (또는 참분수식) 라고 부론다. 

참분수식 이 아닌 유리 함수는 분자를 분모로 나누어 여 
러마디식 과 참분수식 의 합으로 표시할수 있 다. 

참분수식은 분모가 1차식 또는 2차식 또는 그것들의 
제 곱인 참분수식 들의 합으로 분해하여 적 분한다. 

[레] 쇼에서 적분할 함수 - J — ᄀ、 1 , ，、 

J x 2 -4 x 2 -4 (x-2)(x+2) 

을 다음과 같이 변형한다. 

1 A ; B 

(x — 2)(x + 2) x -2 x + 2 

A , 묘를 정 하기 위하여 오른변을 통분하고 두 변 
의 분자를 비교하면 

l = A(x + 2) + B ( x -2) 

1 = Ax + Bx + 2 A - 2 B = (A + B)x + 2 (A — B ) 

이 같기식 은 늘같기식 이 므로 

Ja+b = o 

[2( A - B ) = 1 

이것을 풀면 A = 七 ， B = -i 
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따라서 _ 
ᄌ 

이 리 하•여 


c 2 _4 4\ x -2 x +2 y 


~-\\^2 dx -\\^2 dx 
= 士 ln[x 一 2| 一 士 In 卜 : +2 |+c 


4 ln^ + c 
4 x +2 


[무리함수의 적분] 


j * R(X y / ax 2 + bx + c)dx 적 분은 a 〉0 일 때 오일 레 

르치 환 yjax 2 + bx+c = t-yfax 적 용하면 유리 함수의 적 분으 
로 넘어 간다. 

c 〉0 인 경우에도 y / ax 2 + bx+c = xt ~4 c -5., 따 2 +公 :^ +c = 0 이 

서로 다른 실수풀이 a , /? 를 가지는 경우에는 、 lax 2 + bx + c = t ( x - a ) 
로 치환한다. 


dx 를 계 산하여 라 . 


- ha 2 = t - x ^- 치 환하면 

.2 2 .2 , 2 

广一次 7 t ~\~ Q 1 , 

x - —-——, ax = —-—— at 
It It 

I - .2 2 . 2,2 

/ 2 , 2 . t -a 广 + 公 

사 x +a 아 1 厂 =1 厂 



I 다리씨 


/X 2 + 次 2 


•I 寒땀 Hf 


~- ln \ t\+c = lnx -\-\ x 2 + a 2 . 
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[삼각함수의 적분] 


| sin mxcoswcdx, j*cos mxcosnxdx, sin mxsinnxdx 


모양의 적분은 다음과 같은 삼각공식을 써서 적분할 함수 
를 합 또는 차로 고쳐서 계산한다 . 


sin a cos P = 을 {sin ( 公 + 厂 ) + sin ( 公 r -J3)] 


cos a cos p - y[cos(a -J3) + cos(a+ J3)] 
sin asinj3 = — [cos(a-J3) - cos(a+")] 
[례 ] j* sin 3x cos xdx 에 서 


sin 3x cos x = ~ (sin + sin ^ x ) 이 므로 


sin3xcos^A = 


sin4^A+ sin 2 


xdx^ 


1 ( cos4x cos2x^ , 

가 i — i~r c 


-- -士 (cos4x+2 cos2x )+c 


4 . 적분의 응용 


[평면도형의 면적계산] 

ᄋ 곡선 y = f(x) ( 브 0 )와 두 직 
선 x = a, x = b 및 义 축으로 둘러 싸 
인 곡선제형의 면적 S 는 

公 

S = J* f(x)dx 



337 



O 만일 [ a , 이 에서 /( 功 <0 이면 

b 

S =-^ f ( x)dx 

公 

◦ 구간 [ a , b ] 에 서 함수 /(피 의 
부호가 바뀔 때에는 /(» 느0 인 부분과 
f ( x ) < 0 인 부분의 면적 을 각각 구하 




公 


[례] 포물선 y = x 2 + x - l ^\ 직선 j 네-1로 둘러싸인 
도형의 면적을 구하여라 
먼저 포물선과 직선과의 
사귐점의 x 자리표를 구 
하기 위 하여 련 립방정 식 

y = x 2 + x -2 
y = x-l 

을 풀면 

+ x — 2, = x _ 1 
x 2 -l = 0 

이 므로 x x = - 1 , x 2 = 1 
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그림에서 볼수 있는것처럼 [-1,1] 에서 직선 
少 = :\:-1 은 포물선 少 = 义 2 + 义-2 우에 놓인다. 따 
라서 구하려는 도형의 면적 S 는 

S = |[( x - l )-( x 2 + x -2 )Jix = + = 



[례] 곡선 3； = sinx (0< x <2^-) ^1- 죽으로 둘러 싸인 도 

형의 면적을 구하여라. 
y = sinx 는 [0, 2n\ 에서 
부호를 바꾼다. 

[0, 7r] 에서 sinx > 0 이고 

[ 穴、 2; r ] 에서 sinx <0 이므로 



2刀' 71 271 

S = j | sinx|A = | smxdx - | sin^A = 4 

0 0 71 

[회전체의 체적계산] 

직선 x = a, x = b， j = 0 및 곡선 y = /⑶ 로 둘러싸인 곡 
선제형을 x 축주위로 돌릴 때 얻어지는 회전체의 체적 V 는 

b b 

V = f 2 (x)dx 또는 V = 7r^y 2 dx 


[례] 곡선 少 = 2‘ 와 직선 x = 4 

및 x 축으로 둘러싸인 도형 
을 x 축주위로 돌릴 때 얻 
어지는 회전체의 체적은 공 
식 에 의하여 

公 4 

V - k \y 2 dx = 7r\4xdx = n • 2x 2 1 
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[물체가 지나간 거리] 

어 떤 물체 가 V 的 의 속도로 시 간 f =。에 서 부터 t = T 
까지 직 선운동을 하였을 때 시 간구간 [〜, T ] 사이 에 물체 가 
지 나간 거 리 S 는 

T 

S = || v (0 |(/f 
’0 

[레] 어떤 물체가 v = Vl + f m / s^l 속도로 직선운동을 
한다. 운동을 시 작하여 처 음 10초사이 에 지 나간 
거리는 공식에 의하여 

10 3 10 x _ 、 

S=JVl+7^ = |(l+0 I =|[ViF-iJ« 23.7 (m) 

o o 

[변하는 힘이 수행한 일] 

；c 축방향으로 작용하면서 크기 가 변하는 힘 을 받아 어 떤 
물체 가 JC = 에 서 부터 x = b 까지 움직 이면서 수행 한 일 은 
F = F ( X ) ( a < x < b ) 

이므로 

公 

公 

[레] 한끝이 고정되 여있는 어 떤 용수철을 lcm 늘구는 
데 1 N 의 힘이 든다. 이 용수철을 5 cm 늘굴 때 
힘 이 하는 일은 F (； c ) = fcc (후크의 법 칙) 

ᄌ = 0.01( m ) 일 때 F = 1( N ) 이므로 
1=及-0.01，灰 = 100 
따라서 F ( jc ) = 100 x 

°' r 5 ， 1 0.05 

... A = |100 x ^ = 50 x 2 | =0.125( J ) 

0 
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「상식，ᅵ ,, - 

큰 업적을 남긴 학자 뉴론 (1643-1 727, 영국) 

뉴론은 팔삭둥이 유복자로 래여났다. 아이가 너무 작아 
조산원과 동네사람들은 뉴톤이 얼마 살지 못할것이라고 말하 
였다고 한다. 

11살 때 3년제 소학교에 들어갔는데 1학년때 학급에 서 
성적이 제일 낮았다. 바보로 놀림을 받던 뉴톤은 어느날 
동무들한테서 되게 매를 얻어맞고 그날 밤을 뜬눈으로 새 
웠다고 한다. 

그는 (… 내가 정말 바보일가? 나는 지금까지 공부를 열 
심 히 하여본적 이 한번도 없었다. 이제 부터 는 공부도 체 력도 
남에게 뒤지지 않도록 힘쓰자. …)라는 각오를 가지게 되였 
다. 14살 때 소학교를 졸업하고 집에서 어머니의 농사일을 도 
왔는데 《 장난질》에 몰두할 때 가 많았다. 그 과정 에 집 에 2 
개의 해시계도 만들어 걸었고 수차도 만들었다. 

어린시절을 이렇게 보낸 뉴톤은 케임브리지대학을 졸업하 
고 유명한 수학자，물리 학자가 되 였 다. 

그는 미적분을 발견하고 물리에서 뉴론의 법칙을 발 
견 하였다. 

뉴론은 일생 결혼도 하지 않고 과학탐구를 하였으며 세계 
적 으로 유명한 학자가 된 다음에도 자기 는 완강한 의 지 력과 
잠을 적게 자는 습관 이외에 자기자신이 일반사람들파 그 어 
떤 차이가 있다는것을 인정하지 않았다. 

7 
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제 15 장. 확률과 통계 

1. 확 률 


[시행과 사건] 

우연현상이 일어나게 일정한 조건들을 지어주는것을 
시행, 시행에 의하여 일어나는 결과를 사건이라고 부른다. 

[레] 일정한 목표에 대하여《사격을 한다.〉〉는것은 시 
행이고《목표에 맞는다.》，《목표에 안맞는다.》 
같은것은 사건이 다. 

[레]《제품을 검사한다.》는것은 시행이고《제품이 1 
등품이 다.》, 《2등품이 다.》같은것은 사건이 다. 

[레]《표준대기 압에서 물의 온도를 100° C 이상으로 높 
인 다. » 는것 은 시 행 이 고 《 물이 끓는다.》, 〈〈 물 

이 끓지 않는다.〉〉같은것은 사건이 다. 

사건들을 글자 A , B , C , … 등으로 표시한다. 

시행의 결과 반드시 일어나는 사건을 확실한 사건， 
절대로 일어날수 없는 사건을 불가능한 사건, 일어날수 
도 있고 일어나지 않을수도 있는 사건을 우연사건이라 
고 부론다. 

[요소사건공간] 

어 떤 시 행 에 대 하여 

1) 사건 e x , e 2 , •••, 가운데 적어도 하나는 반드시 
일 어나며 어 느 두개 도 함께 일 어 나지 않는다. 

2) 모든 사건은 사건 e x , e 2 , •••, 가운데 어느 하 
나가 일어 날 때 에만 일어난다. 

이 때 어， e 2 , …， e „ 을 요소사건 이 라고 부르며 요소사 
건전부의 모임을 요소사건 공간이 라고 부론다. 
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[례] 1부터 7까지의 수가 하나씩 적혀있는 7매의 카드 
가 통안에 들어있다. 통안에 서 아무렇 게 나 한매 
의 카드를 꺼낼 때 수 / 0 = 1, 2, … ,7) 가 적혀있 
는 카드를 꺼낼 사건을 타라고 하면 주어 진 시행 
에서 요소사건공간은 

= { 이 , e 2 , e 3 , e A , e 5 , e 6 , e 7 } 

꺼낸 한매의 카드에 홀수가 적혀있을 사건은 요 
소사건 


하 , 公즈， 《5， ^7 

로 이루어지며 짝수가 적혀있을 사건은 요소사건 

公 2 ， e A > e 6 

으로 이루어진다. 

[사건의 산법] 

o 합사건. 두 사건 A 와 B 가운데서 적어도 하나가 일어나 
면 일어 난다고 보는 사건 C 를 A 와 묘의 합사건이 라고 부르고 

C = AUB 

로 표시한다. 

° 적사건. 두 사건 A 와 묘가 함께 일 어 나야만 일 어난다 
고 보는 사건 C 를 A 와 묘의 적사건이 라고 부르고 

C = AHB 

로 표시한다. 

° 배반사건. 두 사건 A 와 표가 절대로 함께 일어날수 
없을 때 사건 A 와 B 를 배반사건 이라고 부론다. 

o 나머지사건. 사건 A 가 일어나지 않을 때 일어나는것으로 
본 사건을 A 의 나머지사건이 라고 부르고 표 로 표시한다. 

[사건의 확률] 

1등품이 7개 , 2등품이 3개 들어있는 통안에 서 아무렇 
게나 한개의 제품을 꺼낸다고 하자. 이때 꺼낸 제품은 1등품 
일수도 있고 2등품일수도 있다. 
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즉 꺼낸 제품이 1등품일 사건은 우연사건이다. 

그러나 이 사건이 아무리 우연사건이라고 하여도 
통안에 1등품이 2등품보다 더 많이 들어있으므로 꺼 
낸것이 1등품일 사건이 2등품일 사건보다 일어날 가 
능성이 더 많다. 

7 개 의 1 등품을 , a 2 , •, a-j , 3 개 의 2 등품을 a 8 , 

a 9 , a 1() 으로 표시 하자. 

한번의 시행에서 a,- (/ =1, 2, … ， 10) 가 꺼내질 사건 
을 e ,. 로 표시하면 요소사건공간은 

f ) = {어， &2 ，…， e lo ) 

이다. 그런데 매 시행에서 요소사건들이 일어날 가능성은 
다 갈다. 

그러므로 매 요소사건이 일어 날 가능성 정도는 다 ^ 
이 라고 볼수 있다. 

한번의 시행에서 1 등품이 나타날 사건을 A, 2 등품이 
나타날 사건을 B 로 표시하면 

A = {ci ^ ? 幻느， ." ， “7} 

B = {公 8， “9，公 lo } 

사건 A 는 10 가지 경우가운데서 7 가지 경우에 일어나 
므로 사건 A 가 일어날 가능성정도는 &로 보며 마찬가지 

로 사건 묘가 일어날 가능성정도는 &으로 보는것이 옳을 
것이다. 

이 와 같이 사건 A 가 일어 날 가능성정도를 표시하는 
수를 사건 A 의 확률이 라고 부르고 P(A) 로 표시한다. 
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2. 확률계산 


[고전적확률] 

요소사건공간이 «개의 원소로 되 여있고 요소사건들이 
일어날 가능성의 정도가 다 같을 때 사건 A 가 k (0< k < n ) 

개 의 요소사건들로 된 사건 이면 - 를 사건 A 의 고전적확률 

n 

이 라고 부르고 P ( A )= 소로 표시한다. 

n 

우의 실례에서 

P ( A )= 士， 

확실 한 사건 U 는 «번의 시 행 에서 «번 일 어 나므로 

P ( U ) = 프 = 1 
n 

불가능한 사건 由는 «번의 시행에서 한번도 일어나지 
않으므로 

P 여) = 으 = 0 
n 

우연사건 A 는 « 번의 시행에서 w (0< w <«) 번 일어 날 
수 있으므로 


0<—<1 
n 

0< P ( A )<1 

[레] 바른6면체의 6개의 면에 1부터 6까지의 수가 각 
각 하나씩 적혀있다. 이 바른6면체를 던질 때 
웃면에 짝수가 나타날 확률은 얼마인가? 3의 배 
수가 나타날 확률은 얼마인가? 6의 약수가 나타 
날 확률은 얼마인가? 

풀이. 바른6면체를 던졌을 때 웃면에 수 1，2, 3, 4, 
5, 6이 각각 나타날수 있으므로 요소사건 은 
6가지 이 다. 
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짝수가 나타날 사건을 A 라고 하면 A 는 수자 2, 
4， 6이 각각 나타나는 사건들로 이루어지므로 

p(A)= f = i 

3의 배수가 나타날 사건을 B 라고 하면 묘는 수자 
3， 6이 각각 나타나는 사건들로 이루어지므로 

p(B)= f = i 

6의 약수가 나타날 사건을 C 라고 하면 C 는 수 
자 1，2，3, 6이 각각 나타나는 사건들로 이루 
어지므로 

p ( c )=H 

[레] 통안에 정수가 적힌 3매의 카드와 부수가 적힌 
2매 의 카드가 들어있 다. 통안에 서 아무렇 게 나 
2매의 카드를 동시에 꺼낼 때 

① 거기에 적힌 수들의 적이 정수일 확률은 얼 
마인가? 

② 거기에 적힌 수들의 적이 부수일 확률은 얼 
마인가? 

풀이 . 통안에 5매 의 카드가 들어있 으므로 통안에 서 
아무렇게나 2매의 카드를 동시에 꺼내는 시행 
에서의 요소사건의 수는 이 다. 

① 수들의 적이 정수일 사건을 A 라고 하면 A 
는 꺼 낸 2매 의 카드가 다 정 수이거 나 부수 
일 때 일 어난다. 정 수카드가 3매이 므로 2매 
가 다 정수일 사건은 Cg 가지 요소사건에서， 
2매 가 다 부수일 사건은 더가지 요소사건 에 
서 일어 난다. 


346 



따라서 사건 A 가 일어날 요소사건의 수는 


C ]+ C \ 이 고 


P(A)= 


C3 + C ； _ 3+1_ 2 

-점 — 


② 수들의 적이 부수일 사건을 B 라고 하면 B 
는 정수카드와 부수카드를 동시에 꺼냈을 
때 일 어난다. 정 수카드 1 매 를 잡는 경 우의 


수는 (巧이 고 2 매경 우에 대 하여 부수카드 1 
매 를 잡는 경 우의 수는 이 므로 표가 일 어 
날 요소사건의 수는 C3XC2 이 고 따라서 
C3XC2 _3 x 2_3 


P(B) = 


C5 


— 상식/- 

우리 나라의 수학원사 조주경 (1931-2002) 

조주경 은 지난 조국해 방전쟁 시 기 의 용군으로 인민군대 에 탄 
원하여 적들과 싸우다가 한팔을 잃은 영예군인이 다. 

위대한 수령 님 께서 는 그를 김 일성종합대 학에 보내 주시 고 마 
음껏 연구사업을 하도록 보살펴주시였다. 그는 확률적분방정식， 
실험계획 법 등 여 러 분야의 과학연구사업을 진행하였다. 그의 
연구에서 주목할만 한것 은 확률미 분방정 식이 다. 그는 이 또가 준 
가정보다 약한 가정밑에서 합성우연과정의 미분공식，우연미분 
방정식의 풀이의 존재성，유일성을 밝혔으며 다차원우연체계의 
프로그람조종을 연구하였 으며 많은 수학자들을 양성 하였 다. 

조주경은 위대한 수령님의 크나큰 은정속에 원사，교수，박 
사，인민과학자로 되였다. _ 


347 



[빈도률] 

„번의 시행에서 사건 A 가 쇼번 일어났다고 할 때 灰를 

사건 A 의 빈도수， 비 호를 사건 A 의 빈도률이 라고 부론다. 
n 

[톰계적확률] 

많은 실험의 결과는 시행을 많이 되풀이 할 때 사건 
A 의 빈도률이 일정한 수 P 에 가까와간다는것 을 보여준다. 
이 런 법 칙성 을 통계적안정성이 라고 부론다. 

그리 고 일정한 수 모를 사건 A 의 통계적확률이 라고 부 

르고 


匕⑷ 

로 표시한다. 

통계적확률을 구하자면 시행을 될수록 많이 되풀이하 
여 야 하는데 이것은 실제적으로 곤난하므로 시행회수 «이 

상당히 클 때의 빈도률 -를 사건 A 의 통계 적확률로 본다. 

n 

[례] 어느 광산에서 어느해 상반년에 캐낸 류화철쇠돌을 
분석한 결과 다음과 같은 표를 엄었다. 이 류화철 
쇠돌더미에서 아무렇게나 한덩이를 잠은것의 류황 
비률이 25-35%일 사건의 확률을 구하여라. 


돌에 있는 류황 
비률 

달 시、、、 

25% 

미만 

25-35% 

35% 

초과 

쇠 돌시편의 

乂 

1 

10 

90 

8 

108 

2 

7 

87 

10 

104 

3 

8 

100 

12 

120 

4 

6 

95 

9 

110 

5 

9 

105 

11 

125 

6 

8 

112 

13 

133 

계 

48 

589 

63 

700 
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이 사건을 A 로 표시하면 


Ph(A ) ； 


589, 

700' 


-0.84 


매 달의 빈도률을 계산하면 


1 월 

90 p 

^0.83 

2 월 

87 r 

: “).84 


108” 



104’ 


3 월 

100 ^ 

^0.83 

4 월 

95 티 

나).86 


12 ( 厂 



11 ( 厂 


5 월 

105 
- % 

나).84 

6 월 

112 

- - r 

나).84 


125 



133 



이 빈도률의 평 균값을 통계 적확률로 볼수도 있다. 


。1 ᅰ P <ᄉ 0.83 + 0.84 + 0.83 + 0.86 + 0.84+0.84 _() 

ᄃ 6 

A 가 일어날 가능성의 정도가 같은 요소사건들로 갈라 
서 생각할수 있는 사건일 때에는 

P e ( A ) = P ( A ) 

라는것이 경험적으로 알려져있다. 

[확률의 기본정리] 

O 더하기정리. 배반사건의 합사건의 확률은 매개 사건 
의 확률의 합과 같다. 

즉 Af|B = 하(불가능한 사건)이 면 
P ( AUB ) = P ( A )+ P ( B ) 

※ A 와 B 가 배 반사건 이 라는것 을 보통 ADB =( f ) 로 표시한다. 

여 기서 <|)는 불가능한 사건이 다. 

o 나머지사건의 정리 

P ( A ) = 1- P ( A ) 

[레] 20마리 의 토끼 가운데 검 은토끼 가 7마리 이고 나머 
지 는 흰토끼 이 다. 이 가운데 서 아무렇 게 나 4마리 
의 토끼를 잡을 때 적어도 1마리가 검은토끼일 
확률을 구하여 라. 

풀이. 잡은 4마리의 토끼가 모두 흰토끼일 사건을 A 
로 표시하면 
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P ( A )= ■느 
120 


13-12-1M0 

20-19-18-17 


143 

969 


적어도 1 마리가 검은토끼일 사건을 묘로 표시하면 
B = A 


따라서 P(B) = P(A) = l-P(A)=l-^|=|g- 

o 일반화된 더하기정리. 두 사건 A 와 묘의 합사건의 확 
률은 A , 묘의 확률의 합에서 적사건 AflB 의 확률을 던 차 
와 갈다. 


즉 P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A f| B) 

[레] 1 부터 20 까지의 수를 하나씩 써넣은 20매의 카 
드가운데서 아무렇게나 1매를 꺼낼 때 거기에 적 
혀있는 수가 2의 배수이거나 3의 배수일 사건의 
확률을 구하여 라. 

풀이. 2의 배수가 나올 사건을 A , 3의 배수가 나올 사건 
을 B 라고 하면 구하려는 확률은 P(AUB) 이 다. 
그런데 n ( Q ) = 20, n ( A ) = 10, n ( B )=6 

그러 고 AflB 는 2의 배 수이면서 3의 배 수일 사 
건이므로 6의 배수일 사건이다. 

그러므로 «(A 「 |B) = 3 

따라서 구하려는 확률은 

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B) 

= 10 = 

_ 20 20~20~20 

o 급하기정리 

조건부확률. 사건 A 가 일어난 조건밑에서 사건 B 가 일 
어날 확률을 조건부확률이 라고 부르고 

P a (B) 또는 P(B/A) 

로 표시한다. 
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[례] 통안에 검 은 공이 7개 , 흰 공이 3개 들어있 다. 이 
통안에서 아무렇게나 1개를 꺼내고 또 1개를 꺼낸 
다고 하자. 이때 두번째로 꺼 낸 공이 흰 공일 사건 

의 확률은 첫 번째 로 꺼 낸것 이 검 은 공이 면 |, 흰 

공이면 |■ 이다. 첫번째로 꺼낸 공이 검은 공일 사 

건을 A , 흰 공일 사건을 A , 두번째로 꺼낸 공이 

흰 공일 사건을 B 라고 하면 사건 A 가 일어난 조건 

에 서 사건 B 가 일 어 날 확률은 | 이 고 사건 A 가 

9 

일어난 조건에서 사건 묘가 일어날 확률은 #이다. 

9 

급하기정리. 두 사건 A 와 묘의 적사건의 확률은 A , 묘가 
운데서 한 사건의 확률에 이 사건이 일어난 조건밑에서 다 
른 사건이 일어날 조건부확률을 곱한적과 같다. 

즉 P ( A 「1 B ) = P ( A ) P a ( B ) = P ( B ). P b ( A ) 

[독립사건] 

사건 A , 묘에서 어느 한 사건이 일어날 확률이 다른 
사건 이 일 어났는가 일 어 나지 않는가에 관계 되 지 않을 때 
이 두 사건을 독립사건 이라고 부론다. 

사건 A , 표가 독립 사건이 면 

p a ( b ) = p ( b ), p b ( a ) = _ 

따라서 P ( Ap | B ) = P ( A ). P ( B ) 

※ 두 사건 A , 묘에서 하나가 다른것 이 일어 나는가 일어나지 않 
는가에 는 무관계하게 일 어 날수도 있고 일 어 나지 않을수도 있을 때 
두 사건은 서로 독립이라고 말한다. 
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[레] 두대의 기계가 한 교대동안에 고장없이 움직일 
확률이 각각 0.95， 0.9 이다. 기계들은 서로 독 
립적 으로 움직 인 다고 할 때 한 교대 동안에 두 
기대가 다 고장없이 움직일 확률을 구하여라. 
풀이. 매 기계가 한 교대동안에 고장없이 움직일 사건 
을 A , B 라고 하면 두 기계가 다 고장없이 움직 
일 사건은 APIB 이다. 그런데 A , B 는 독립사건 
이고 P ( A ) = 0.95, P ( B )=0.9 이므로 곱하기정 리에 
의 하여 

P(A f | B ) = P ( A ) P ( B ) = 0-95 x 0.9 = 0.855 

3개이상의 사건에 대해서도 곱하기정리를 다음 
과 같이 쓸수 있다. 

P(AflBnC) = P(A)P A (B)P AnB (C) 

A , B , C 가 서 로 독립사건이면 

P(AflBnC) = P(A)P(B)P(C) 


3. 확률분포 


[우연량] 

시행 을 되풀이할 때마다 이 러 저 러한 값을 잡는 량을 
우연 량이라고 부론다. 

례를 들어 목표를 향해 총알을 3발 쏜다고 할 때 명 
중알수 x 는 우연량이다. 이 때 우연 량 jc 는 0，1，2，3 가 
운데서 어느 한 값을 잡는다. 

[확률분포] 

우연량이 잡을수 있는 매개 값에 그것을 잡을 확률을 
대응시 킨것을 확률분포라 고 부론다. 

[레] 명 중확률이 0.9 인 총으로 2발 사격할 때 목표에 
명 중하는 총알수 x 의 확률분포를 구하여 라. 
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풀이. 매개 시행에서 목표에 명중하는 사건을 A 로 표 
시 하면 A 는 목표에 명 중하지 못하는 사건이 다. 
문제 의 조건에 의하여 
P(A) = 0.9 

여기로부터 P(A) = 1-P(A) = 1-0.9 = 0.1 

목표에 한발도 맞히지 못하는 사건은 XnX 이 다. 
따라서 목표에 한발도 명중하지 못할 확률은 

P (^； = 0) = P(AnA) = P(A)P(A) = 0.1x0.1 = 0.01 
목표에 한발 맞히는 사건은 
(AnA)U(AflA) 

이다. 그런데 AflX 와 XflA 는 배반사건들이므로 
p ( JC = i )= p ( AnA )+ p ( AnA ) 

= 0.9x0.1+0.1x0.9 = 0.18 

그러므로 목표에 2발 맞히는 사건은 APIA 이므로 
P(x = 2) = P(A n A) = P(A), P(A) = 0.9 x 0.9 = 0.81 

따라서 우연량 x 의 확률분포표는 다음과 같다. 


X 

0 

1 

2 

P(x) 

0.01 

0.18 

0.81 


여 기 서 P(jc=0)+P(jc=1)+P(jc=2)=0.01+0.18+0.81=1 
확률분포표에서 확률들의 총합은 언제나 1과 같다. 
이것은 시행을 할 때 우연량이 잡을수 있는 모든 값에 대 
하여 그것 이 생길 사건들이 모두 서 로 배 반이고 그 값이 
확실한 사건이 기때 문이 다. 

[레] 명중확률이 P 인 총으로 목표에 대하여 3발 사격 
할 때 목표를 맞히는 총알수 x 의 확률분포를 구 
하여 라. 

풀이. 매 사격에서 목표를 맞히는 사건을 A 로 표시하면 
P(A) = P, P(A) = 1-P(= q) 
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3 발사격에서 목표에 0, 1, 2, 3발 맞히는 사건을 
각각 B 0 , 피， B 2 , B 3 으로 표시 하자. 그러 면 

B 0 =AnAnA 
P ( B 0 )= P ( A ) P ( A ) P ( A )=^ 3 
b 1 =(AnAnA)U(AnAfiA)U(AriAnA) 
P ( B 1 )= C * P ( A ) P ( A ) P ( A )= C ^= C ^ 2 

b 2 =( AnAfiA ) U ( AriAnA ) U ( AnAnA ) 
P ( B 2 )= C ^ P ( A ) P ( A ) P ( A )= C 3 V 2 g 
B 3 =AnAf|A 

P ( B 3 )= C ^ P ( A ) P ( A ) P ( A )= C ^ 3 


확률분포표를 만들면 다음과 같다. 


X 

0 

1 

2 

3 

P(x) 

cV 

C 。 公 2 

C。 2 公 

c 3 V 


[2 마디분포] 

한번의 시행에서 사건 A 가 일어날 확률이 P 인 시행 
을 독립적 으로 «번 되 풀이할 때 사건 A 가 w 번 일어 날 
확률 P„(;c = w ) 은 다음과 같다. 

? n {x=rn) = C ： p m q^ m 여기서 q = l-p 
이 같기식 의 오른변은 2마디공식 의 일 반마디 와 같은 
모양이므로 이와 같은 확률분포를 2마디분포라 고 부른다. 

2마디분포를 표로 표시하면 다음과 같다. 


X 

0 

1 

2 


k 


n 

P(x) 

cy 

C),pq"- 1 

cIpV ~ 2 


cy q n ~ k 


c ： p n 
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[레] 같은 종류의 기대가 10대 있는데 기대의 정비를 
위하여 매 기대 가 멎을 확률은 0.2 이 다. 기대 가 
몇 는 일은 서 로 독립 적 이라고 할 때 어 떤 순간 
에 멎 어 있 는 기 대 수 x 의 확률분포를 구하여 라. 
그리고 동시에 멎어있는 기대가 2대를 넘지 않 
을 확률을 구하여 라. 

풀이. 매 기대가 돌아가는 상태를 살펴 보는것을 시행 
으로 보고 멎 는 기 대수를 x 로 표시 하자. 

멎을 확률은 p = 0.2 
멎지 않을 확률은 g = l -夕 = 1-0.2 = 0.8 
P 10 (jc = 0) = C? 0 -0.8 10 «0.11 
P 1o (jc=1) = CJ o -0.2-0.8 9 «0.27 
P 10 (jc = 2) = • 0.2 2 • 0.8 s « 0.30 

P 1o (jc = 3) = C^ o -O.2 3 -0.8 7 *O.2O 
P 10 (jc = 4) = ( 각 0 • 0.2 4 • 0.8 6 « 0.09 
P 1o (jc = 5) = C^ 0 -0.2 5 -0.8 5 «0.03 
P lo ( x = 6) = Cf o -0.2 6 -0.8 4 «0.01 
P 10 (jc = 7) = C^ 0 -0.2 7 -0.8 3 «0.00 
P 1o (jc = 8) = C? o -0.2 8 -0.8 2 «0.00 
P 1o (jc = 9) = C^ o -0.2 9 -0.8«0.00 
P 10 (jc = 10) = cJo-0.2 10 «0.00 
확률분포표를 만들면 다음과 같다. 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

P(x) 

0.11 

0.27 

0.30 

0.20 

0.09 

0.03 

0.01 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 


및는 기대가 동시에 2대를 넘지 않을 확률은 
P ( ᄌ —2) = '0 0( = 0)+P 10 (x = 1)+P 10 (:v: = 2) 
=0.11+0.27+0.30=0.68 
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-\ 상 식 - 

확률론을 공리화한 수학자 
꼴모고로브 (1903-1 987, 로씨야) 

꼴모고로브는 대학입학초기에 자기 나라 력사에 관심을 
두고 로씨 야력사학술론문까지 썼다. 그러 다가 루진 등 이름있 
는 교수들의 강의에 참가하면서 루진의 제자가 되였다. 대학 
시 기 꼴모고로브는 우뢰손의 3차원공간의 차원수에 관한 강의 
에서 오유를 발견하였던 일도 있다. 그는 대학 2학년때 해석 
모임론에 관한 론문을 썼는데 그것은 모스크바모임론연구집단 
의 새 출발로 되였다. 

그는 대학생시절부터 확률론을 연구하여 확률론을 처음으 
로 공리 화하였 다. 그는 위 상공간론에 서 꼴모고로브의 분리공 
리를 제기하였으며 겔판드，힌친을 비롯하여 우수한 수학자들 
을 많이 양성하였고 대백과사전과 여러 과학잡지의 편집에 참 
가하였다. 

그는 생의 마지막시기까지 다년간 모스크바종합대학에서 
뛰 여 난 중학교 학생 들을 교육하는《 수학물리 학교》의 《 교장》 
으로 사업하였 다. 

그가 사망한 후 그 학교에 꼴모고로브이름을 붙이였다고 
한다. 그는 이 전 쏘련로력영 웅이 고 20여개 나라 과학기 관의 
명예칭호를 받은 이름난 원사였다. ᄂ 


[분포함수와 그 성질] 

우연량 표가 임의의 실수 x 보다 작은 값을 잡을 확률 
을 P(X<jc) = F(x) 라고 놓으면 F(jc) 는 x 의 함수로 된 다. 

이것을 우연량 표의 분포함수라고 부론다. 특히 우연량 
X 7> P(X= 지) = P ，. 이 고 띠 염 우연 량이 면 그의 분포함수는 

F (功 = Yj F ( x = x i) 
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※ 우연 량 표 가 잡을수 있는 값들이 X [, x 2 , •••, ' 이 고 이 값들 
을 각각 Pl , p 2 , …， 八，의 확률로 잠을 때 우연량 표 를 띠염우연량이 
라고 부론다. 

O 성질 

① x 가 충분히 크면 사건 X<JC 는 거 의 확실 히 일 어 
날것 이 므로 lim F (功 = lim P(X< 功 =1 

X—>+oo X—>+co 

② jc 가 충분히 작으면 사건 X<jc 는 거 의 일 어 나지 
않을것이므로 limF(;c)= lim P(X< jc ) = 0 

X—>—CO X->-<X) 

③ JC 2 > 지 이 면 (X < X 2 ) = (X < JC!) U (jCi ^ X < x 2 ) 
i 다리써 

F( jc 2 ) = P(X< jc 2 ) = P(X< jc 1 ) + P(^ i <X<^: 2 ) = 

= F( jc 1 ) + P( jc 1 <X< jc 2 ) 

그런데 P(X<X< jc 2 ) 之 0 이 므로 
F( jc 2 )>F(^) 

즉 x 2 >x l -^F(x 2 )>F(x 1 ) 

[일도 함수와 그 성질] 

우연량 표 가 구간 [x, jc + Ax ) 에 놓일 확률은 
P( jc <X<^：+ Ax ) = P(X< jc + Ax ：)-P(X< jc ) = 

= F(x+Ax) - ¥(x) = AF (X) 

Ax->0 일 때 비 의 극한이 있으면 이 극한을 

Ax 

우연량 표의 일도 함수라고 부르고 八功로 표시한다. 


/W = I™0 


AF ( X > 

Ax 


= F ，⑶ 
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우연량 표 가 밀도함수를 가질 때 이 우연량을 련속 
우연량이 라고 부론다. 

O 성질 

① 밀 도함수는 부가 아니 다. 즉 /( 功>0 

② 밀도함수의 무한구간 (-00, +00) 에서 의 적 분은 

+00 

1 과 같다. 즉 J f { x ) dx -\ 

-00 

[정규분포] 

우연량 표의 밀도함수가 

(x-m ) 2 

f { x )= —— \=e 2 好 1 { a , >0) 

o 、 /2;r 

와 같이 표시될 때 표의 확률분포를 정규분포라 고 부른다. 

4. 수학적기대값 


[수학적기대값] 

띠 염 우연 량 표 의 가능한 값들을 x } , x 2 , …， JC „ ，그 
확률을 각각 p 1; p 2 , •••, p „ 이 라고 할 때 

i=\ 

가 절대수렴하면 이것을 우연량 표의 수학적기대 값이라고 
부르고 MX 로 표시한다. 즉 

„ -KO 

MX = 五자 P ,. , MX = | xf ( x)dx 
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O 성질 


① 두 우연 량 x, Y 에 대 하여 M(X + Y ) = MX + MY 

② 우연량 표 에 대 하여 

M(aX + 均 = aMX + M 스 ( a , &는 일정한 수) 

③ 우연 량 X , Y 가 독립 이 면 M ( XY ) = MX • MY 

[2 제급편차] 

우연 량 표 와 MX 와의 편 차의 2제 곱 ( X - MX ) 2 의 수 
학적기 대값을 우연 량 표 의 2 제급편차라고 부르고 DX 로 표 
시한다. 즉 DX = M ( X - MX ) 2 

[5 준3 차] 

DX ? 2차뿌리를 우연량 표 의 표준편차라고 부르고 
CT(X) 와 같이 표시 한다. 즉 

CT ( X ) = VDX =7 M(^-MXf 


2제 곱편 차 또는 표준편 차는 우연량 표 가 잡는 값전 
체가 수학적기대값으로부터 홉어져있는 정도를 나타내 
는 량이 다. 

[례] 2마디분포하는 우연 량의 수학적기 대값과 2제 곱편 
차를 구하여 라. 

풀이. ?(X = k) = C k n p k -q n - k (k = 0, I,---, n) 


Z i n k k n-k XT' 7 

k'C n p .q 하 


Tl\ k n-k 

P 公 


k=0 

n 

=nF 호: 

k=\ 

즉 MX = np 


k=0 


k\{n-k)\ 


( 가 - 1 )! -p kA .q n _ k =np{p+q) nA =np 


{k-\)\{n-k)\ l 


n 

DX = MX 2 - (MX) 2 = 고 k 2 、 C k n p k (r k - (npf 

k=0 
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그런데 


ty -C k „ -p k -r k = 之[세 1 )+ 라이 •/ -q n - k 

k=0 k=0 

= 之씨 :- 1) • 이 -p k • 세〉 : 샥 ; •/•，나 

足=0 k=0 

=n{n-\)p 2 ^y^-p k - 2 -q n - k +np 

k=2 

= n { n -\) p 2 +np 

따라서 DX = n{n - Y ) p 2 + np - ( np ) 2 
={ np ) 2 - np 1 + np -( np ) 2 
= np ( l - p ) = npq 
즉 DX = npq 

5. 통계자료의 정리 


[틍계자료의 정리] 

통계란 어떤 현상이 특징짓는 자료들을 체계적으로 기 
록하여 놓은것을 말한다. 

실례로 여러가지 제품의 생산량에 대한 자료, 생산물 
의 이리저러한 특성에 관한 자료，자연현상이나 사회현상 
들에 대한 관측자료 갈은것을 체계적으로 기록하여놓은것 
들은 모두 통계로 된다. 

관측결과를 체 계적 으로 기록하여놓은것 을 통계자료 라고 
부른다. 관측자료에 기초하여 관측한 대상의 특성을 분석 
하기 위하여 자료들을 분류하고 종합하는것을 통계자료를 
정리한다고 말한다. 
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/ - 

우리 나라 수학자양성에서 큰 공적을 
쌀은 김지정 (1910-1998) 

김지정은 위대한 수령님의 위촉장을 받고 공화국의 품에 안겨 
1946년 김일성종합대학 창립때부터 강좌장으로 사업하면서 해석 
수학，함수론，확률론 등 여러 분야의 강의를 하여 우리 나라 수 
학학자들을 키워내는데 전심하였다. 

그는 해석수학，확률론，실험계획법，실변수함수론 등 수 
많은 대학교과서들과 함께 소학교 수학교과서를 현대화하는 사 
업 에서 커 다란 성 과를 거 두었다. 김지정 은 어 떤 나라에서 50 
여명의 과학집 단이 동원되 여 몇년동안 번역한 《 이 와나미 수학 
사전》을 번역하면서 동시 에 수학의 다른 분야까지 학습한 다방 
면적인 지식을 가진 수학자였다. 

위대한 수령 님과 위대한 장군님의 크나큰 은정속에 그는 
우리 나라의 첫 수학원사，교수로 되였다. 

_ _ F 

[빈도수분포표] 

다음 표는 어느 한 직장 종업원명단에 따르는 로동자 
들의 기능급수자료이다. 




5 

6 

4 

4 

3 

6 

5 

5 

6 

6 

5 

5 

6 

4 

7 

4 

4 

5 

3 

7 

5 

4 

6 

5 

5 

5 

6 

3 

7 

3 

5 

7 

7 

5 

4 

5 

6 

5 

4 

5 

4 

5 

7 

6 

4 

6 

3 

5 

5 

4 


1) 이 직 장 로동자들의 기 능급수가 몇급부터 몇 급까 
지 인 가? 

2) 어느 급수를 가진 로동자들이 제일 많고 어느 급 
수를 가진 로동자들이 제일 적은가? 
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3) 이것을 한눈에 알아보자면 표를 어떻게 작성하면 
되 는가? 

이 통계 를 다음과 같이 작성하면 직 장의 종업 원들의 
기 능급수에 대 한 정 확한 인식 을 가질수 있다. 


급수 

3 

4 

5 

6 

7 

계 

인원 

5 

11 

18 

10 

6 

50 


이 와 같이 관측자료를 특성 이 같은것끼 리 조를 편성 
하여 놓을수 있다. 

[례] 다음 표는 20차례 에 걸 쳐 진행한 어 느 학급 
학생 들의 시 험성 적 을 학생별로 종합하여 써놓 
은 표이다. 여기서 《학생》칸의 수들은 출석 
부번호이 다. 


표 2 


학생 

성적 

학생 

성적 

학생 

성적 

학생 

성적 

1 

72 

11 

63 

21 

58 

31 

86 

2 

83 

12 

88 

22 

53 

32 

100 

3 

57 

13 

79 

23 

86 

33 

82 

4 

84 

14 

93 

24 

43 

34 

68 

5 

59 

15 

86 

25 

80 

35 

96 

6 

90 

16 

59 

26 

89 

36 

64 

7 

68 

17 

86 

27 

79 

37 

70 

8 

55 

18 

71 

28 

76 

38 

53 

9 

96 

19 

62 

29 

99 



10 

82 

20 

75 

30 

63 




이 표를 통하여 매 학생의 성적이나 성적의 한 
계는 알수 있으나 실력이 높은 학생수를 인차 
알아보기 어렵다. 

이 자료를 40점 부터 100점 까지 를 10점간격 으로 
갈라놓고 거기에 해당한 학생수를 적는 방법으 
로 표를 작성하면 표 3과 같다. 
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표 3 


점수구간 

학생수 

40 〜 49 

1 

50 〜 59 

7 

60 〜 69 

6 

70 〜 79 

7 

80 〜 89 

11 

9 ( 卜 100 

6 

계 

38 


이 와 같이 자료들을 정 리하여 만든 구간을 급, 급사이 
의 너 비를 급간격， 구간에 들어있는 자료의 개수를 그 급의 
빈도수， 매 급의 가운데값을 급중심 이 라고 부르며 이 런 표 
를 빈도수분포표라 고 부론다. 

우의 례에서 급간격 : 10 
급중심 : 45，55, 65, 75, 85，95 
급이나 자료수가 많은 경우에 빈도수분포표만 보고서 
는례를 들어 59점미만은 몇명인가，80점이상은 몇명인가 
하는것을 인차 알아내기 어렵 다. 

그래서 빈도수의 루적을 생각할 때도 있다. 

첫째 급으로부터 어 떤 급까지 의 빈도수를 다 더한것 을 
그 급의 루적빈도수라 고 부르고 루적빈도수를 써 넣은 빈도수 
분포표를 루적 빈도수분포표라 고 부론다 . 

[례] 표 4는 중학교 4학년 학생 40명의 키를 젠 
결과를 기록한것이다. 이것을 가지고 급간격 
이 5 cm 인 빈도수분포표， 루적빈도수분포표 
를 만들어 라.(첫째 급은 140이 상, 144미 만으 
로 하여라.) 
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표 4 


학생 

키 ( cm ) 

학생 

키 ( cm ) 

학생 

키 ( cm ) 

학생 

키 ( cm ) 

1 

161 

11 

157 

21 

174 

31 

159 

2 

153 

12 

163 

22 

163 

32 

166 

3 

168 

13 

164 

23 

150 

33 

172 

4 

156 

14 

154 

24 

158 

34 

149 

5 

163 

15 

162 

25 

160 

35 

162 

6 

154 

16 

164 

26 

153 

36 

165 

7 

164 

17 

159 

27 

163 

37 

152 

8 

163 

18 

147 

28 

158 

38 

167 

9 

155 

19 

163 

29 

144 

38 

157 

10 

156 

20 

158 

30 

165 

40 

168 


급 

빈도수 

140〜144 

1 

145〜149 

2 

15( 卜 154 

6 

155-159 

10 

160〜164 

13 

165〜169 

6 

170-175 

2 

계 

40 


급 

루적 빈도수 

140〜144 

1 

145-149 

3 

150〜154 

9 

155-159 

19 

160〜164 

32 

165〜169 

38 

170〜175 

40 


[순서 통계] 

통계 를 커 지 는 순서 로 써 넣 은것 을 순서통계 라고 부론다. 
순서통계 에 서 제 일 작은 값(왼쪽에 있다. ) 을 최소값이 
라고 부르고 ； c min 로，제 일 큰 값을 최대값(오른쪽에 있다. ) 
이 라고 부르고 ‘狀로 표시한다. 

그리고 11=사ᄄ-차_ 을 분포범위라고 부르며 가운데 
있는 자료(개수가 홀수일 때는 가운데 위치에 있는 자료, 
개수가 짝수일 때는 가운데 있는두 자료의 합평균)을 
중위값이 라고 부르고 뼈 로 표시한다. 
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[레] 학과경연에서 10명의 학생들이 얻은 점수자료는 
다음과 갈다. 

28，26，24, 25, 25, 26, 27, 29, 23 
순서통계 는 23, 24, 24, 25, 25, 26, 27, 28, 29 
•^min — 23 , ᄌ max — 29 , R — 6， x me — 25.5 

6. 평균값과 추정 


[평균값] 

자료들의 총합을 자료의 개수로 나눈것을 평균값이 라고 부 
르고 도로 표시한다. 

즉 « 개 의 자료 X 1 , X 2 , •••, : V ：,, 에 대 하여 


U + 사…+사 ⑴ 

n 

자료가 그리 많지 않을 때 에 매 자료를 하나하나 더할 
수 있지만 많은 자료를 다룰 때에는 빈도수분포형식으로 
주어질 수 있으므로 평 균값으로 다음것 을 리용한다. 

자료가 빈도수분포표로 주어지면 


급중심 

자 句 . x k-l x k 

계 

빈도수 

f\ fl fk-\ fk 

n 


Z_ x \f\ +x 2f2 + --- +x kfk _ 1 V ,. /• 
너 n = n^ 




⑵ 


자료가 급분류빈 도수분포표로 주어 지 면 


자료 

X 1 x 2 …… x k-\ x k 

계 

빈도수 

f\ fl fk-\ fk 

n 


^ + x ifi + '' - + ^/a-) = Yjfi =n (3) 


J 
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[례] 표 2와 표 3을 가지고 평균성적을 계산하여 비 
교하여 라. 

(2) 에 의해 구하면 평 균성 적 은 

^ = JL(43 + 53x2 + 55 + •••+96x2 + 99 + 100) 

38 

예 1*75.08 

(3) 에 의해 구하면 

“유 (45x1+55x7 + 65x6+75x7+85x11+95x6) 

3 o 

= 2^0=75 
38 

75는 평 균성 적 75. 08의 근사값이다. 

급중심 지•들가운데서 빈도수가 비교적 크고 거의 가 
운데 놓인 급의 급중심 a 를 가평균이 라고 부론다. 

급간격 이 라고 할 때 

■(자- a) 0' = 1, 2, 3, … ，灰 ) 

라고 놓으면 사 =" + «,./? 이 므로 

X \f\ +x 2fl +' " + X kfk =a U\ + f2 + ''' + fk) + K u \f\ + '-' + u kfk) 

X = + X lfl + '■• + x kfk )= 公 + + M2/2 + ••' + u kfk ) 

여기서 _> i / l +“2/2 十… + = M 라고 놓으면 

x = a + hu 

그를 계산하는것은 도 를 계산하는것보다 간단하므로 
이 식을 써서 평균값을 구하는것 이 편리할 때 가 많다. 

[추정] 

통계 자료에 기 초하여 모집 단의 특성값 (평 균값과 분산) 
을 알아내 는것 을 추정이 라고 부른다. 
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모집 단의 수학적 기 대 값을 모평균이 라고 부르고 m 으로 표 
시하며 표준편차를 모표준 편자라고 부르고 o • 로 표시한다. 

표본의 평 균값을 표본평균이 라고 부르고 도 로 표시하며 
표준편 차를 표본표준편차 라고 부르고《 로 표시한다. 

평 균값이 w 이 고 표준편 차가 cr 인 모집 단에 서 크기 가 
« 인 표본을 꺼 낼 때 n 이 충분히 크면 표본평 균 도 는 정 



/ 

( \ 

2、 

규분포 N 

m , 

(7 

yyfnj 

/ 


특히 모집단이 정규분포에 따를 때 «의 크기에 관계 
없이 도는 정규분포에 따른다. 

이 사실을 리용하여 모집단에서 임의로 꺼낸 분포의 
크기 «이 충분히 클 때 그 표본평 균 도 를 알고 모평 균 w 
을 추정한다. 

[레] 표본의 크기 n 이 충분히 클 때 표본평 균 도 에 
의해 모평 균 w 을 믿음 95. 4%로 추정하여 라. 
표본의 크기 «이 충분히 크므로 표본평 균 도 는 
정규분포 



에 따르며 : t 가 취 하는 값이 

2 o ■ ᄉ, lo ¬ 
rn —— - j =< x < m +— r = 

、jn 、jn 

의 범위에 속할 확률은 0.954 이다. 
이 안같기식을 고쳐쓰면 


、ln 、ln 


(*) 


이것은 95. 4%의 범위에서 m 이 jc 에 의해 정해 
진 다는것 을 의 미한다. 
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표본을 꺼 낼 때 마다 X 의 값에 대 하여 범 위 (*) 
에 m 이 포함되지 않을수 있다 그러 나 표본을 
100번 꺼내면 약 95번 정도는 값 도에 대하여 
범위 (*) 에 w 이 포함된다는것 을 의미한다. 
따라서 범 위 (*) 는 믿 음도가 95. 4%인 m 에 대 
한 믿음구간으로 된다. 

모표준편 차 CJ 의 값을 확정하지 못하는 경 우가 
보통 제 기된다. 그러 나 표본의 크기 «이 충분히 
클 때 에는 CT 를 표본표준편차 s 로 바꾸어 도 큰 
차이 가 생기지 않는다. 이 리 하여 모평균 m 을 
다음과 같이 추정한다. 

모평 균 w 에 대 하여 믿음도 95. 4%의 믿음구간을 


99. 7%의 


x-^j=<m<x+ 

、ln 


2 s 

yfn 


믿음구간은 


x -- ^j=<m<x 
、ln 


+1 


어느 중학교 남학생들가운데서 임의로 선출된 
81명의 몸질량의 평균값이 58.6 kg , 표준편차 
가 4.5 kg 일 때 이 학교 남학생전체 의 몸질 량의 
평 균값을 믿 음도 95. 4%로 추정하여 라. 


k = 81, jc = 58.6, 《 = 4.5 이 므로 


우=유=0.5 

、ln "81 

따라서 이 중학교 남학 
생의 몸질량의 평균값 
w 을 믿음도 95. 4%로 


모집단 


추土〜 표본 



58.6-2 x 0.5 <m <58.6+2 x 0.5 
즉 57.6< m <59.6 으로 추정 할수 있 다. 



수학공식과 기호 

수학공식 


[자연수] 


一 더하기성질 

a + b = b + a (바꿈법 칙 ) 

{a + b)+c = a + {b + c ) (묶음법 칙 ) 
a + 0 = a , 0 + a = a 
一 급하기성질 

axb = bxa (바꿈법칙) 

( axb)xc = ax ( bxc ) (묶음법 칙 ) 
ax (公 + c ) = ax 公 + axc (분배 법 칙 ) 
ax 0=0, 0 xa =0 
公 xl = 公, lxa=a 
배수의 성질 

a 의 배수 +fl 의 배수 =a 의 배수 
c ? 의 배 수 X 소 = 의 배 수 

- 두 수의 최대공통약수와 최소공릉배수사이의 관계 

(公， b )\ a , b \ = ab 

[분수] 


- 분수의 크기 

，i n m 

« > w 일 때 一 > 一, 

P P 

- 분수의 기본성질 


公 ᄉ 公 

- <s - 

n m 


n _ nxp 
m mx p 


n p . AX 
— ~ (、P 수 o) 

m m 七 p 
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一 분수의 사칙산법 

으(분모가 다르면 통분하여 갈게 만든다.) 
mm m 

n y q _ nxq 

m p mxp 

n . q _n ᆻ P 
m p m q 

I 거 끌수 t 

[퍼센트] 

- 전체와 다른 수의 퍼센트를 알고 그 다른 수를 구하기 

( A ： 퍼센트수， B ： 전체) 

- 어떤 수와 그 퍼센트를 알고 전체를 구하기 

x= BxWO (A； 퍼센트수， b ： 어떤 수) 

- 전체와 다른 수를 알고 다른 수의 퍼센트를 구하기 

^^ AxlOO (B： 전체，쇼: 다른 수) 

J 3 

[정수와 부수] 

- 수의 크기비교 

• 정수는 절대값이 콜수록 크다. 

• 정수는 0 보다 크고 부수는 0 보다 작다. 

• 부수는 절대값이 콜수록 작다. 

- 부호가 같은 두 수의 더하기 
a , 쇼가 정수일 때 

a + b =+( a + b ) 

( 一 ci ) + ( 一 ti ) — _ {ci + b ) 

- 부호가 다른 두 수의 더하기 
| a |>| ft | 이 면 

^ +( 一 Z ?) — 一 b 、》 

( _ ci)-\~b — 一 ((2 一 b ) 
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a-b = a + (- b ) 

두 수의 급하기 
정수 X 부수다부수 
부수 X 정수화부수 
- 두 정수나 두 부수의 급하기 
정수 X 정수 정수 
부수 X 부수화정수 
_ 두 수의 나누기 

, 1 

a 는 b = a 父一 

b 

정수+정수각정수 
부수 + 부수 => 정수 
정수 + 부수 부수 
부수 + 정수 => 부수 

[복소수의 산법] 


- 복소수의 더하기와 덜기 

(a + bi ) ±(c + di ) = (a ± c ) + ( 公 ± d)i 


- 복소수의 급하기 

(a + bi ) • (c + di ) = (ac - bd ) + (ad + bc)i 


- 복소수의 나누기 


a + bi ac + bd be-ad . 
c + di c 1 + d 2 c 2 + d 2 


- 복소수의 2 차뿌리 


/ 

、 la+bi =± 

V 
/ 

、 la+bi =± 

V 



(6〉0 인 경우) 

(6<0인 경우) 
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허수단위의 제급 


•4K 
I = 

•4K+1 
I - 

•4K+2 

I 

•4K+3 


i (K = l, 2, 3, …) 
= -1 


[복소수의 삼각형식] 

복소수의 절대값 


| 公 + 公 ,. |= a 2 +b 2 

복소수의 편각 

6? = arctan— 

公 

복소수의 삼각형식으로의 표시 

a=a-\-bi=rcos(p-\-rsin(p'i = r(cos(p+ism(p) 
[삼각형식으로 표시된 복소수의 산법] 

급하기와 나누기 

Zj =^(cos 아 +/sin 아 ) 

z 2 = r 2 (cos(p 2 +ism(p 2 ) 일 때 


자 • z 2 = r x r 2 [cos(^ +( p 2 ) + i sin (쌔 + < p 2 )] 
|[cos(> 1 -於 2 ) + /sin (쌔 ~( p 2 )] 


£l 

Z 2 


복소수의 /2 제급공식(무아브르공식 ) 

2 n = [r(cos^7 + i sin (p)] n = r n (cos ncp-\-i sin ncp) 

복소수의 n 차뿌리 

乂 /r(cos 分 +/sin。) =V^^cos 分 +2 冗刀 ~ +/sin ^+2K 片 

(K = 0, 1, 2, •••"卜 1) 
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1 의 «차뿌리 

njl = cos 2K^ +/sin 2K^ (K = 0? 2 ,..., "一나 

n n 

vr={i, -i} 



혹 / r={i, ，— i, i, -/} 


2. 식 


[식쓰기 규칙] 

axbxc = abc , a x (-b) = a(-b) , 3x5 = 3-5 
axaxb = a 2 b , ax3xbx2 = 6ab 

a^-b = — , a 十 2b = 上一 (a 七 (2b) 로 본다 .) 

公 2b 

[분수식] 

- 분수식의 더하기와 덜기 

• 분모가 같은 분수식의 더하기와 덜기 

A , B A + B 

—十 — =- 

C~C C 

• 분모가 다른 분수식의 더하기와 덜기 

A + C _ A-D + B - C _ A - D ± B-C 
百 —石— B D " B-D — 一 BJ 3 一 

- 분수식의 급하기와 나누기 

• 분수식의 곱하기 

A C = A-C 
百•石 _ B-D 

• 분수식의 나누기 

A C_A D _ A-D 
百+石 = 百꿋 = ᄄ 



[나머지정리] 

A ( X ) = ( x - a ) Q ( x ) + R => R = A ( a ) 

[인수정리] 

A ( a ) = 0 <^> A ( X ) = ( x - a ) Q ( x ) 

[급하기공식과 인수분해공식] 

- 급하기공식 

(a + b )( a - b ) = a 2 - b 2 

(公 + b ) 2 = 次 2 士 2 ab + b 2 

(x + a){x + b ) = x + (a + b)x + ab 

(公 土 Uf = a 3 ± 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 

(a + b -\- c ) 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2 ab + 2 bc + 2 ca 

(x + a)(x + b ){ x + c ) = x 3 + ( a -\- b -\- c ) x 2 + {ab -\- bc -\- ca)x + abc 

인수분해공식 

am + bm-cm = (a + b - c)m 
a 2 - b 2 = (a + b){a - b ) 
a 2 + lab + b 2 = (a ± 公) 2 
x 1 + {a + b)x + ab = ( x -\- a){x + b ) 
a 3 士 3 a 2 公 + 3 ab 2 士 公 3 = (a ± 公) 3 
a 3 ± b 3 = (a ± b )( a 2 + ab -\- b 2 ) 

[늘같기식] 

- 식변형에서 자주 쓰이는 늘같기식 

• a{b - c ) + b{c - a ) + c{a - b ) = 0 

• a 2 { b - c ) + b 2 { c - a ) + c 2 { a - b ) = - {b - c\c - a){a - b ) 

• bc{b - c ) + ca ( c - a ) + ab(a - b ) = -{b 一 c)(c - a){a 一 b ) 

• a ( b 2 - c 2 )-\- b ( c 2 - a 2 )+ c ( a 2 - b 2 ) = ( b - c )( c - a )( a - b ) 

• a 2 ( b + c )+ b 2 ( c + a )+ c 2 ( a + b )-\-2 abc =( b + c )( c + a )( a + b ) 

• ( b - c ) 3 +( c - a ) 3 +( a - b ) 3 =3( b - c)(c - a\a 一 b ) 
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一 안같기식증명에서 자주 쓰이는 늘같기식 

• (次 2 + b 2 )( x 2 + y 2 ) = (ax ± by ) 2 + (ay + bx ) 2 

. (幻구 + Z ?2 + + ■?) - { jix + by + cz )^ = 

= (bz - cy ) 2 + (cx - az ) 2 + (ay - bx ) 2 

. a 2 + b 2 + c 2 - bc - ca-ab = -^[( b - c ) 2 +( c - a ) 2 +( a - b ) 2 ] 

• { a -\- b -\- c)(bc + ca + ab ) - abc = { b -\- c\c + a){a + b ) 

• (a + 公 + c ) 3 - a 3 - 公 3 - c 3 = 3 (b + c)(c + a)(a + 公) 

• a 4 + a 2 公 2 + 公 4 = ( a 2 + a 公 + b 2 )( a 2 — a 公 + 公 2 ) 

• (a + b ) 2 = 4 ab + (a - b ) 2 

ab -^{ a -\- b ) 2 -응 ( a - b ) 2 

[지수법칙과 뿌리식] 

一 지수법직 

行、 m n m+n 公 W m-n / . x 

\ l ) a -a =a , —— = a ( m > n ) 
a n 

② { ab ) n = a n - b n , 

③ ( a m ) n = a m " 

※ a_"= 丄 

n 

a 

flO = 1 로 약속 ， = a 

% m = n <^> a m = a n 

a>l 일 때 m < n <^> a m < a n 
0<a<l 일 때 m<n <^> a m >a n 

一 뿌리식 

• 丄제곱을 구하는 근사공식 

n 

a/a = 자 a n -\-b = 1 + 은 社 a 

V a n 
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뿌리식의 성질 

① '^b="^-'^b (a>0, b>0) 

② 應 = § (心 0 , 에 


\/a™" =a" , \fa" = 公 

③ (V 각 ='{fcF (a>0) 

④ ^ = nk i^ (a>0) 

⑤ ■ = (a > 0) 

- §丄제급의 공식 

n 

• x + y = a, xy = b, 일 때 ^a±2yfb =yfx±y[y 

• 찌니쁘투I 서 卜/근: (fl>0 , b> Q, a 2 >b) 

[로그식] 

- 로그의 성질 

① log fl (M-N) =log a M+log a N (M> 0, N > 0) 

② log a M a = a log fl M (a gR, M > 0) 

③ log a ^ = log fl M-log a N (M 〉 0, N 〉 0) 

④ log fl M=^^ (Z 나 1, 스 >0)( 로그밑수변환공식) 

log 녀 




^og a b = 


log 녀 


log a 1 = 0, \og a a = 1 
졌 M = N ( 〉 0) <=> log fl M = log fl N 

a〉l 일 때 M 〉 N( 〉 0)<^> \og a M >log fl N 
0<a<l 일 때 M > N (> 0) log fl M < log a N 
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- 상용로그와 자연로그와의 관계 

자연로그 InM = log e M (쯧 = 2. 71828…) 
상용로그 lgM = log 10 M 


InM : 


lgM 


lgM 


Ige 、 0.43429 
lgM = lge-lnM (» 0. 43429 InM) 

기본로그늘갈기식 


2. 30259 lgM 


公 


log a m 


- m 


\0 hb =b 


e' nb =b 


[삼각식] 

- 부각에 대한 삼각비의 전화공식 

sin (— 分 ) = 一 sin 6, cos(h9) = cos 6 
tan (— 分 ) = 一 tan 9, cot (— 分 ) = _ cot 分 

180°±0에 대한 삼각비의 전화공식 

sin(l 80 。 士 分) = T sin 分， cos(l 80 ᄋ ±6) = - cos 6 


tan(l 80 ᄋ ± 6) = ± tan 9 ， cot(l 80 ᄋ ± 6) = ± cot 0 


90°±0에 대한 삼각비의 전화공식 


sin(90°±(9) 

1 = cos 6 ， cos(90 o ±d) = 

平 sin 分 

tan(90。 + 6 } 

|= +cot^ ， 

cot(90°±(9): 

= 平 tan 9 

270。 ± 分 에 

대한 삼각비의 전화공식 


sin(270°±6 

?)= -cos^ , 

cos(270 o 士 

分 )= ±sin 分 

tan(270 o 士 t 

ᅪ = 平 cot 分 , 

cot(270 o 土 ， 

分 ) = T tan 0 


360° 土 "에 대한 삼각비의 전화공식 

sin(3 60 ᄋ 士 分 ) = ± sin 分， cos(3 60° ± 0) = cos 0 

tan(360° ±d) = ± tan 9 ， cot(360° 士 分 ) = ± cot 分 
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기본삼각늘같기식 

sin 公 • cosec 公 = 1, cos 公 -sec 公 = 1 
tan 公 .cota = l , sin 2 a + cos 2 a = 1 

sin 公 cos 公 

tan a - , cot a - ― - 

cos a sin a 


1 + tan a : 


cos 2 公 


sec 2 幻 r 


1 + cot a -- 


sin 2 a 


cosec 


한 삼각비로 표시하는 공식 
• sin a 에 의 한 표시 


cos 公 


cot a - 


: 士 a/i — sin 2 a , tan a ■ 


sma 


土 


'll-si 


sm 2 a 


sin 公 
coscir 에 의한 표시 


±>/l — sin 2 公 


sma = 


士 a/i —cos 2 公 , tan 公 : 




cos a 


cos 公 


cos 公 

cot 公 = —— . = 

± VI-cos 2 a 

• tana 에 의한 표시 

. tan 公 

sin a - —— , 

± Vl + tan 2 a 
1 

cot 公 = - 

tan 公 

• cot a 에 의 한 표시 

. 1 
sin a = ——, ■ 

± Vl + cot 2 a 
1 

tan a = - 

cot a 


1 

COS 公 = —— ■ = 

± Vl + tan 2 a 


cos 公 = 


cot 公 

± Vl + cot 2 a 



[삼각식과 그 변형] 

두 각의 합과 차의 공식 

sin ( 幻 r 士 ") = sin a cos P ± cos a sin p 
cos(a ±P) = cos a cos T sin a sin p 

t^a±P)= tanQ；±tan ^ , C oKa±P)= COtaCOt ^ 1 
1 + tan a tan fi cot a + cot /3 

합을 적으로 적을 합으로 표시 

• 합을 적으로 표시 

sin a + sin B = 2sin ^ + —cos— —— 

2 2 

. . n 。 cc-\- p . a — p 

sin a - sin p = 2 cos —-— sm ^ - ^ 

ᄋ ᄀ a ■ 나 3 a- B 

cos 公 + cos > 公 = 2cos - cos - 

2 2 

cos a - cos p = -l sin sin ——— 

2 2 

tana±tanA = ^^4, C 유 cot 산 = 

cos 公 cos// sm 公 sm// 

• 적을 합으로 표시 

sin a sin /? = 을 _[cos ( 公 r ~P)~ cos(a+ J3)] 

sin a cos/? = +[sin(asin(a +J3)] 

cos 公 cos p = -^[cos(acos(a + J3)] 

- 배 각의 공식 

• 2배각의 공식 

sin 2a = 2 sin a cos a 

cos2a = cos 2 a-sin 2 a = l-2sin 2 a = 2cos 2 a - 1 

t an2 «=^^ ; cot 2« 세노 ! 

1-tan 2 a 2coto 
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3 배각의 공식 

sin 3a = 3 sin 公 r - 4 sin 3 公 r 
cos3 公 = 4cos 3 公 - 3cos 公 


tan 3a - 


3 tan a-tan a 
1-3 tan 2 a 


반각의 공식 

• cos 公 가 들어간 반각의 공식 

a , 1 一 cos 公 _ a 丄 1+cosa 

sm—=± Al ---, cos—= +- --- 

2 V 2 2 V 2 


t 十土 、’ 

c O t 으 _ 1 + cos 公 _ sing 
2 sin a 1-cosa 

반각의 탕겐스공식 


1-cosa _ sing 
sin 公 1 + cos 公 


1-tan 


1 + tan 


1 + tan 


1-tan 


1-tan 2tan^- 

sina 21- cos a 의 제 급공식 

sin 2 a = -^-(1-cos2a) , cos 2 公 : |(l+cos2 公 ) 

. o i 3 1 

sin a = -(3sina-sin3a) , cos 公 : •子 (3cos 公 +cos3 公 ) 
sin 4 公 = 공 (3-4cos2 公 +cos4 公 ) , cos 4 a= ᄒ (3+4cos 公公 h~cos4 公 ◊ 
sin 2 a cos a = 百 (cos 公 - cos3 公 ) 
cos 2 公 sin 公 = ^-(sina+sin3a) 
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- 3 각형에서 성립하는 늘갈기식 

Qf V 

sin 公 + sin " + sin / = 4 cosycos-ycos ■눈 

Qf Q V 

cos a + cos /? + cos 7 = 4 sin—sin ^sin +1 

tan a + tan p + tan y = tan a tan p tan y 

cot 유 +cot 본 +cot 쏜 = cot 유 cot 본 cot 冬 
2 2 2 2 2 2 


3. 함 수 


[비와 비례] 

- 비의 기본성질 

a:b = ca:cb (c ^ 0) 


a— (c^O) 

c c 


一 비례식의 성질 

① a:b = c:d ad = bc (^1 본성 질 ) 

② a\b = c\d (a ±b)\b = (c±d)\d 

③ a:b = c:d ^(a + b): (a-b) = (c-\-d):(c-d) 

④ a:b = c:d (a±c):(b±d) = c:d 


비례분배공식 

수 N 을 以 의 비 로 가르기 
N N 


-• 公 ， y = 


•公 


a+b ， " a+b 
수 N 을『노 c 의 비로 가르기 
N N 


a + b + c 


• 公 , y~- 


a + b + c 


•b, z- 


N 


a + b + c 


•c 


비와 %와의 관계 


전체 : A---100%! 
부분 * ci'''n% J 


A : 公 = 100:« (Axn = lOOx^z) 
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- 비례와 거꿀비례 

y-ax 또는 ~=a (a 는 비례결수) : 少 는 ' 에 비례한다. 

y = a ~ 또는 xy = a (a 거 꿀비례 결 수): 少는 义 에 

거끌비 례한다.(여 기 서 (3 는 령 아닌 상수) 

[함수의 증가와 감소] 

함수 y = f { x ) 에 서 자 < 서 인 임 의 의 자， x 2 e ( a , b ) 에 
대 하여 八차)〈八서)(八차)〉八자))이 면 함수 기 = 八功 는 
구간 ( a , 6) 에서 증가한다. (감소한다.) 

[거꿀삼각함수] 


x > 0 

sin 

cos 

tan 

cot 

sec cosec 

arc sin x 

X 

y/l-x 2 

X 

、 /l-X 2 

Vl-x 2 

X 

1 1 

、 ll_x 2 x 

arccosx 

、 /l-x 2 

X 

X 

a/i-x 2 

X 

Vl-x 2 

1 1 

X 、 ll_x 2 

arctanx 

X 

、/l + ᄌ 2 

1 

y/l + x 2 

X 

1 

X 

Vi+x 2 、“ +x2 

X 

arccotc 

1 

y/l + x 2 

X 

■Jl + x 2 

1 

X 

X 

노스 Vl + X 2 

X 

arcsecx: 

y/x 2 -l 

X 

1 

X 

ylx 2 -l 

1 

Vx 2 -1 

x ^ 

arccosecx 

1 

X 

、 lx 2 -' 

X 

1 

、 lx 2 -1 

、 lx 2 -1 

X 

p-l x 


[삼각함수와 거꿀삼각함수사이의 관계] 

① arcsin ( sin 公 T ) - nn -\-{- X) n a 
arccos(cos 公) - 2 nn±a 
arctan ( tana ) - nn-\-a 
arccot (cot a )- nn-\-a 
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② arcsinx+arccosx = — 
arctanx + arccotx = •증 

arcsecx + arccosecx=y 

③ arcsin(-x) = - arcsin x 
arctan(-x) - n - arccosx 
arccot(-x) -n -arccotx 


4. 방정식과 안같기식 

[칼기식의 성질] 

A = B 일 때 

A + C = B + C, A-C = B-C 
AC = BC(C^0), A = B( C ^ 0 ) 

[안같기식의 성질] 

A<B 일 때 

A + C<B + C, A 一 C<B — C 

m〉0 이면 mA<mB, — < — 
m m 

m<0 이면 mA>mB, — > — 
m m 

[방정식의 풀이] 

방정 식 = 의 풀이 

(/ 굳 0 일 때 x』_ 

公 

fl = 0 일 때 쇼 : 농 0 이면 풀이 가 없고 스 = 0 이 면 
임의의 수가 풀이로 된다 . 
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방정식 | a;c + 이 =c 

따 + 6之0일 때 ax + b = c 
公 x ： + 公 < 0 일 때 一( ou : + 公) = c 

[안같기식의 풀이] 

;<: + «>;<: +公 ( fl > 公)의 풀이는 수전부 
; c - fl >0(<0) 의 풀이는 a 보다 큰(작은) 모든 수 

jc 2 <-1 의 풀이는 없다. 

[1 자방정식과 1 차안같기식] 

- 1 차방정식 ax + b = 0 

g 부0이면 풀이 모임은 M = |-||( M : 풀이 모임) 

o = 0, 6 = 0 이면 M = R ( R ： 실수모임) 
a = 0, b^O 이 면 M = d ) 

- 1 차안같기식 ax + b >0 

a >0 이 면 M = + oo ) ( M : 풀이 모임 ) 

a <0 이ᄆ •! M =〔一 co , 
a = 0, 公>0 이 면 M = R = (- co , + co ) 
a = 0, 公 <0 이 면 M = d ) 

련립방정식 

Ux + b 1 y = c 1 의 풀이 
\ a 2 x + b 2 y = c 2 

_ Z > 2 Cl - V 2 _ 

A — , y 一 

a ^> 2 - a 2 b l a x b 2 - a 2 b 〜 
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[2 차방정식과 2차안같기식] 

- 2차방정식 ax 2 + bx + c =0( a ^0) 

판별식 D = b 2 -4 ac 0 i 때 
D 〉0 이 면 

_ - b-yfD _ - b 니 b 2 -Aac 
x i ~ ~^~ _ ^ 



公 a 


D = 0 이 면 겹풀이 -곡- 

2 a 

D <0 이면 M =</)( 실수모임에서) 
몇가지 특수경우 
① x 2 + px+q = 0, D = /> 2 - 4公 
D >0 이 면 



D = 0 이 면 겹풀이 

② ax 2 +bx = 0 {b ^ 0) 

JVi — 0 , Xj — — —■ 
z 公 

③ ax 2 + c = 0 (ac < 0) 
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• 풀이와 곁수사이의 관계 (베 타의 공식) 

ᅩ 公 C 

X]-\-X r ,= ——, X] 'Xj = — 

次 次 

• 2 차 3 마디식 의 인수분해 

D〉0 이면 ax 2 +bx + c = a(x -- x 2 ) 

D = 0 이면 ax 2 + bx + c = a(x - x x ) 2 

- 2 차안같기식 

차，자 이 2차방정 식 의 풀이(자< 서)일 때 

① ax 1 + 公 ' + c 〉0 

D>0, a〉0 이 면 M = (-00, 자 ) 匕 »( 义 2 ， +oo) 
D >0, a<0 이면 M=( 자， x 2 ) 

D = 0, a〉0 이면 M= R\{xJ 
D = 0, a<0 이면 M= 4) 

D<0, a〉0 이면 M = (-oo, +oo) 

D<0, a <0 이면 M= d ) 

② ax 2 + 公 ' + c > 0 

D>0, a〉0 이면 M = (-oo, x { ] u [ x 2 , + oo ) 
D>0, a<0 이면 M = [ x l9 x 2 ] 

D = 0, a〉0 이면 M = (-oo, +oo) 

D = 0, a<0 이 면 M= {x { } 

D<0, a〉0 이면 M = (-oo, + oo) 

D<0, a <0 이면 M= d ) 

• 몇가지 특수한 경우 

① x 2 - a 2 >0, M = (-oo, -|幻사)에公 I, +oo) 

② x 2 - a 2 >0, M = (-oo, -|a|]u[|a|, +oo) 

③ x 2 - a 2 <0, M = (-\ a \, | 公 |) 

④ x 2 - a 2 <0, M =[-\ a \, \ a \] 

⑤ x 2 - ha 2 >0, (^^0), M = (-oo, +oo) 
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⑥ x 2 - ha 2 >0, M = (- oo , + oo ) 

⑦ x 2 + a 2 < 0, M = ^ 

⑧ x 2 + a 2 < 0, (a ^ 0), M = 分 

[지수방정식과 지수안같기식] 

- 지수방정식 a x = b ( a 〉0, a ^ l ) 

公 > 0 이 면 义 = log a 公 

6<0이 면 M = (/> 

- 지수안같기식 a x <b 

公〉0, a 〉1 이면 M = (- 00 , log a 公) 

公〉0, 0< a<l 이 면 M = ( log a b , + oo ) 
6<0이 면 M = (/) 

'〉&인 경우 

公〉0, a〉l 이면 M = ( log fl 公, + QO ) 
公〉0, 0 < a < 1 이면 M = (- 00 , log a 公) 
Z ? < 0 이 면 M = (-00, + oo ) 

[로그방정식과 로그안같기식] 

로그방정식 

log ^x = b ( a >0 f a ^ l ) 
x = a b 

로그안같기식 

① log ^ x<b 

a>l 이면 M = (0, a b ) 

0< a<l 이면 M = ( a b , + oo ) 

② log ^ x>b 

a〉l 이면 M = ( a b , + oo ) 

0< 次 <1 이면 M = (0, a b ) 
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[삼각방정식과 삼각안같기식] 
- 삼각방정식 


• sinx = a (|a|<l) 

M = {义 | ' = (-1) K arcsin a + K^-, K e Z} 

특수경우 

sinx = 0 

M = {x | x = K7r, K e Z} 


sinx = 1 

M = |jc| 녜 + 2K;r, Kezj 

sinx = -\ 

M = |x|^ = -y + 2K^, Kgz| 

cosx = a (| a |< 1) 

M = {x | x = ± arccos a + 2K;r, K e Z} 

특수경우 

cosx = 0 

M = |^|jc = y + K^, Kezj 

COSX = 1 

M = {«x | ' = 2K7r, K g Z} 


cosx = -l 

M = {x\x = 7r + 2K;r, KeZ} 


tan x = a 

M = {x | x = arctan a + K;r, KeZ} 

특수경우 

tan x = 0 

M = {x | x = K/r, KeZ} 
tanx = 1 
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tan x = -l 
M = \x\x = 


cotx = 公 


증 +K;r, KeZ| 

_ f + 좌， KeZ 


M = {x|x = arccota+K^-, KgZ} 

특수경우 

cotx = 0 

M 사 ; c| 녜 + K;r, KeZ 

cotx = l 

M 사 ; c| 녜 + K;r, KgZ 

cotx = -\ 

M = {x\x = -^ + ^7T, KgZ 


삼각안맡기식 

• sin x < 公 


-1 < a < 1 이면 

M = {x |- arcsina + 2K^ < x < arcsina + 2K^, KgZ} 
a〉l 이면 M = (- 00 , +oo) 
a<-l 이면 U=(/> 


smx> a 
一 1 < a < 1 이면 

M = {x |arcsina + 2K^ <x<n- arcsina + 2K 刀 ' KeZ} 
a<-l 이 면 M = (-oo, +oo) 

이이면 U=(/> 
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cosx < 公 

-1 < 公 < 1 이면 

M = {x | arccosa + 2k7r<x< 2^-arccosa + 2k 刀 :, keZ} 
a > 1 이 면 M = (-oo, + oo) 
a<-l 이 면 M = ^ 


cosx > 公 
一 1<公<1 이면 

M = {ᄌ | -arccosa + 2k 刀 : <x< arccosa + 2k 刀:， k^Z} 
a<-l 이 면 M = (-oo, +oo) 
a>l 이 면 M = ^ 


• tan x<a 

M = |x| -중 + Att <x< arctana + Att, 

• tan x> a 

M = |x|arctana -\-kn <x <^-\-kn, A:eZ 

• cot x<a 

M = { : 이 arccota+A7r<)r<;r+A tt, keZ} 



• cotx > a 

M = {x\k7r<x<avccota+ k7r, keZ} 
[절대값을 포함하는 간단한 방정식과 안갈기식] 

- 방정식 나 _ 식=스 

公〉 0 이 면 M= { 公 - 公 , 次 + 公 } 

公 = 0 이 면 M = {a} 

公 < 0 이 면 M = (/> 

안같기식 

① \x-a\<b 

公〉 0 이 면 M=(a — 公， a+ 公 ) 

6<0 이 면 U=(/> 


390 



② \x-a\>b 

公〉0 이 면 M = (- 00 , a-b) 、 J(a + b ， + co ) 
公 = 0이면 M = R \{ a } 

6 < 0 이 면 M = (-00, + 00) 


5. 평면도형 


[3 각형] 


정점 A 에서 그은 가운데선의 길이 


m = : 능 : 、 12b 2 _\_2c 2 - a 2 

정점 A 에서 내린 높이 


2^p(p-a)(p-b)(p-c) ( 

_ a+b+c 


P: 


2 


정점 A 에서 그은 아낙각의 2등분선의 길이 

= 지 bcp(p - a) 
b + c 


면적 

S = 士여 z = 능 bh b 




(h a , h b , h c : 점 A , B , C 에서 내 린 높이) 


S = ^-absmy = ^acsmj3 = -^-bcsin a 


S = 」 p(p -ci)(p -b)(p -c) (헤 론의 공식 ) 

S = —( R ： 외접원의 반경) 

4 R 

S = pr ( r : 내접원의 반경) 
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- 직3각형에서 피다고라스의 정리 

公 2 -\-b 2 =c 2 
졌 b 2 =b c -c 
a 1 =a c 'C 
h 2 =a c ， b c 

- 직 3 각형에서 변과 각사이의 관계 

a = C'S\na , b = c-smp 
a = c-cosp , b = c-cosa 
a = b. tan a , b = a. tan p 
a = b- cot/? , b = a-cota 



[4 각형] 

- 4 각형의 아낙각의 합，바깥각의 합 

Za + Zb + Zc + Zd = 360° 

Za x + Z.b x + Ac x + /.d x = 360° 

다각형의 아낙각의 합，바깔각의 합 





사각형의 아낙각의 합 = 180°0-2) 

사각형의 바깥각의 합 = 36이 

- 평행4변형의 대각선의 성질 

AC 2 + BD 2 =2(> 2 +& 2 ) 

- 평행4변형의 면적 

S = ah 
S = absina 
등변4각형의 면적 

S = ah (a: 밑변， h : 높이) 
S = a 2 sin 公 

S = -- AC-BD 
2 
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직 4 각형의 대각선의 길이 

d = 、j a 2 + b 2 

- 직 4 각령의 면적 

S = ab 

- 바른4각형의 대각선의 길이 

d = -Jla 

바른4각형의 면적 

S = a 2 = 士 , 

一 제령의 중간선 

EF = |(a + 均 (a, b: 두 밑 변 , EF ： 중간선 ) 

- 제령의 면적 

S=^-h (h: 두 밑변사이의 높이 ) 

[원] 

- 원둘레의 길이와 원의 면적 

I = 2 穴 r , S = 穴 ， 2 

활등의 길이와 중심각사이의 관계 

한 원에서 활등의 길 이는 중심각에 비례한다 . 
t-ka (k: 비 례 곁 수， a : 중심 각 ) 

(활등의 길이공식) 

180 

- 부재형의 면적과 중심각사이의 관계 

한 원에 서 부채형 의 면적 은 중심 각에 비 례한다 . 
Sj^ =ka (k: 비 례 결 수 ， a : 중심 각 ) 

S 부 (부채형 의 면적공식 ) 

JoU 

[평면에서 두 점사이의 거리] 

d = ^(x 2 -x 1 f + (y 2 -y 1 ) 2 
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[직선에서 선분의 나누기] 

_x Y -\- Ax 2 

x= ~nr~ 

[평면에서 선분의 나누기] 

_ 사 + Ax 2 
jc — 

1 + A 

[선분의 가운데점의 자리표] 


少: 


凡+사2 
1+A 


직선에서 선분의 가운데점의 자리표 


2 

- 평면에서 선분의 가운데점의 자리표 

r X l + X 2 v _Zl±Zl 

义一 ’ 一 

[직3각령의 요소들사이의 관계식] 

a = csinA = c cos B 
a-b tan A = b cot B 
(a, b : 직각변， c : 빗변 ; A, B ： a 

[일반 3 각형의 요소들사이의 기본관계식] 


시누스공식 


b 


sin A sinB sinC 


= 2R (R 


a 시누스공식 


a 1 = 公 2 斗 "C 2 -2&ccos A 
b 2 =c 2 + a 2 - 2ca cos B 
c 2 = a 2 +b 2 - lab cos C 


탕겐스공식 


a-b 


tan 


A-B 


a + b 


tan 


A + B 


와 &에 대응하는 각 ) 

: 외접원의 반경 ) 
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기타 관계식 

sin(B + C) = sin A , cos(B + C) = -cosA 

• B+C A B+C • A 
sm — g — =cos- 중 - , cos — 중一 =sinf 


. A 

kp- 

b)(p-c) 

A 

sm T = 

V— 

be ' 

C0S T = 

+ A 
tan—= 

」一 l 

유여 기서 p= 

公 +Z?+c 
_ /_、 


A_ Ip(p-a) 
be 


p-a 


(p-a)(p-b)(p-c) 


v 

A-B 


a+b_ C0S ~ 2 


2 

. A-B 
a-b _ 2 


sin f 


cos- 


,C 


P 


6. 자리표변환 

[직각자리표와 극자리표사이의 관계] 

x = peosep 

y = p sirup 
p = ^x 2 +y 2 

[평행이동] 

x = x l +a ix 1 =x-a 
少 = 少 i + 公 [y l -y-b 

[회전이동] 

f i i - 

\x = x cosa-y sm 公 

[y = x l sin 公 M、” 1 cosa 

lx 1 ='cos 幻 r + ysineir 

[y l =-xsin6ir + 7 COsa 
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[평행이동과 회전이동] 

\x = x cosa-y sm 公 + 公 

[_y = ᄌ 1 sin 公 + 기 1 cos 公 + 公 
x 1 = (x - a)cosa + (y - b) sin« 

= -(jr - a) sin a + {y-b) cos a 

7. 공간도형 


[바른다면체] 

- 바른다면체의 종류 

① 바른4면체 (한 면이 바른3각형 : m = A , n = 6, p =4) 

② 바른6면체 (한 면 이 바른4각형 : m = 8, n =\2, p =6 ) 

③ 바른8면체 (한 면이 바른3각형 : m =6, n = \2, p = S ) 

④ 바른12면체 (한 면 이 바른5각형 : m = 20, «=30, 夕 =12) 

⑤ 바른20면체 (한 면이 바른3각형 : m = l 2, ”=30, p =20) 

- 바른4면체의 겉면적과 체적 

S = V 3 a 2 , V 예 a 3 

- 바른6면체의 겉면적과 체적 

S = 6 a 2 , V = a 3 

- 바른8면체의 겉면적과 체적 

S = 2 V 3 a 2 , v = ^ a 3 (a : 다면체의 모서 리의 길 이) 

[직각기둥] 

옆면적 

So A =h I (£: 밑면의 둘레의 길이, h ： 높이) 

- 체적 

V=Sh ( S ： 밑면적, h : 높이) 
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[각뿔] 

- 바른각뿔의 옆면적 

S = 송 : ahn = ■능 : £h (a : 밑 면 의 한 변，« : 옆 면 의 개 수， 
옆면의 높이，밑면의 둘레) 

- 각뿔의 체적 

V = -SH ( S ： 밑면적 , H ： 각률의 높이) 

3 

[각뿔대] 

- 바른각뿔대의 옆면적 

S = -^(a + b ) n-h ( a , 公 : 아래 웃밑 면의 한 변， 

쇼:옆면의 높이, 옆면의 개수) 

- 각뿔대의 체적 

V = 통 ( S 1 + S 2 +、/ S 1 S 2 ) 

( S 1； S 2: 두 밑 면의 면적， H ： 각쁠대 의 높이 ) 

[원기둥] 

옆면적 

S = 27 n-h ( r - 밑면의 반경， h - 원기둥의 높이) 

- 겉면적 

S = 2ttR(R + /z) 

- 체적 

、/ = 7 rR 2 h 

[원뿔] 

옆면적 

S = ; rR 씬(八모선의 길이， R ： 밑면의 반경) 

- 겉면적 

S = ^ R (^ + R ) 

- 체적 

V = |~ SH ( S : 밑면의 면적， H ： 원률의 높이) 
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[원뿔대] 


옆면적 

S = 선 (R + r ) U ： 모선의 길이， R , r : 아래, 웃 밑면의 반경) 

- 겉면적 

S = ; r[(R +，V + R 2 + r 2 ] 

- 체적 

V = ~7 t { r 2 + r 2 + Rr ) n ( H : 원쁠대의 높이) 

- 겉면적 

S = 4^ R 2 

- 체적 

S =|^ R 3 (R : 구의 반경) 

- 구면부재의 겉면적 

S = ; 故 (2 쇼 + a ) (h : 결구의 높이 ， a : 결구의 밑면의 반경) 

- 구면부재의 체적 

V = |^R 2 A 

- 결구의 겉면적 

S = ^ r (2 Rh + a 2 ) ( a ： 밑면의 반경) 

- 결구의 체적 

V = ; 故 2 ( R - 士 쇼) 

- 구대의 겉면적 

S = ^(2 R/j + a 2 + Z > 2 ) ( a , b : 두 밑면의 반경) 

- 구대의 옆면적 

S = 2^ R/z (h '• 구대 의 높이 ) 

구대의 체적 



3a 2 +3b 2 +h 2 ) 
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[오일레르의 특성수공식] 

다면체 에서 정 점수를 m , 모서 리수를 n ，면수를 p 라고 할 때 
m—n+p=2 

[씸프슨의 만능체적공식] 

각기둥， 원기둥, 각률, 원를， 각룰대, 원률대에서 
아래밑 면적 을 Si , 웃밑 면적 을 S 2 ’ 중간면(높이 의 
가운데점을 지나며 밑면에 평행인 면)의 면적을 s 0 , 
높이 를 H 로 표시하면 체 적 V 는 

V =| h ( S !+4 S 0 + S 2 ) ( 각틀，원를인 경우 S 2 =0) 
[공간에서 두 점사이의 거리] 
d = J(x 2 -x 1 ) 2 +(y 2 -y 1 ) 2 
[공간에서 선분의 나누기] 

x l + Ax 2 + Ay 2 z \ + 乂즈 2 

X= ~[TI"^ y= ' i+2~ ， z=_ m^ 

[공간에서 선분의 가운데점의 자리표] 


ᄌ = 


•에2 
2 


， ”뿌， 


Zj +z 2 
2 


8. 모임과 명제 


[모임산법법칙] 

AUA = A , AflA = A 

AU 0= A , Afl ( p = (p 

AUB = BUA , AnB = BfiA (바꿈법칙) 

( AUB ) UC = AU ( BUC ) 

(AfiB)nc=An(Bnc) (묶음법 칙 ) 

AHBCA , ADBCB 

(A U B)nC = ( AHC ) U ( BflC ) 

( AHB ) U C = (A U C ) fi(B U C ) (분배 법 칙 ) 
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[모임의 멀기(차)] 

A\A= (p 

(A\B)nC = (AnC)VB = (AflC)\(BnC) 
A\B = A\(AHB) 

A = ( AnB ) U ( A \ B ) 

[나머지모임] 

A = S\A(S ： 전체 모임 , ACS) 

A = A 

AcBoBc A 

[쌍대 법칙] _ — 

(A n B) = A u B 

(A u B) = A n B 

[명제들사이의 관계] 


a ^ b \ ^ —거 끌명제一> b 나 a 



안명제 거물안명제 안명제 



a ^ b \ ^~ 거 꿀명 제 ~^ \ b^a 
명제 p~>q '■ 옳은 명제 나/) : 옳은 명제 
※ 정 리 ，우 g 에 서 /:^ 가 성 립하기 위한 충분조건 
^ 의 필 요조건 

[수학적귀납법] 

에 관계 되 는 명제 /?(«) 에 서 

• "(1) 이 옳다 • 

• /?(소) 가 옳다면 /?(소 + 1) 도 옳다. 

가 증명되 면 임의의 «에 대 하여 명제 끼 >) 이 옳다. 
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9. 도형의 방정식 


[백토르의 선령산법] 

— — CI 

ci + ( 一幻 T ) = 0 

1 •公 = 公 

A(/ua) = (A/u)a 
(乂 + ju)a = Aa + jua 
A (a + b) = Aa-hAb 

[두 백토르의 스칼라적] 

사영의 성질 

Pi(Aa) = APi(a) 

사(乂公) = 씨(公) 

Pt (a + b) = Pt (公) + Pa (b) 

P^{a + b) = ( 次 ) + ( 公 ) 

^' b =\ a \ p a ( b ) =|툐|々(5) 

(瓦: 씬축에 대한 사영， Pr ，축에 대한 사영값) 
- 스칼라적의 성질 
a{b x +b 2 ) = ab x + ab 2 
(Aa)b=a(Ab)mA(ab) 

| a \= V^5 

-\a\\b\< ab <\a\\b\ 

a ^ O , 方; M ) 일 때 cos (5 A 6) = -^=- 

\a\\b\ 
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- 스칼라적의 자리표에 의한 표시 


ab = a x b x + a 2 b 2 



cos ^b)= , aA+a ^ 

V«i 2 +a 2 •小국 +bl 

[두 백토르의 백토르적] 

- 백토르적의 성질 

ax{Xb) = {M)xb=X(axb) 
ax(b +c) = (axb)-\-(axc) 
(a+b)xc = (axc)Hbxc) 


- 백토르적의 자리표에 의한 표시 

5 x 公 = {a 2 b 3 - a 3 b 2 , a 3 b x - a x b 3 , a x b 2 - a 2 b '} 

tc 느 

—1— 匕 



- 3각형의 면적 


q . 2 2 2 

q Og 1 I Cl^ ^3 Cl 스 Cl^ Cl^ d 조 

A H 사 b 2 b 3 + b 3 b x + b x b 2 

[세 백토르의 혼합적] 

一 혼합적의 성질 

abc = bca = cab = -bac = -cba = -acb 

{a x + a 2 )bc = d x bc + a 2 bc 

(Aa)bc = a(Ab)c = ab(Ac) = X(abc) 
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혼합적의 자리표에 의한 표시 


abc 


公 2 公 3 


公 3 

a x 


a { 

公 2 

b 2 스3 

C 1 十 

b 3 

b \ 

c 2 十 

b \ 

b 2 


또는 


abc- 


Cl^ Cl ■冬 

公 1 公 2 公 3 


C 1 C 2 C 3 


- 평행6면제의 체적 



a x 

公 2 

公 3 

V 6 =| abc\- 

公 l 

公 2 

公 3 


c \ 

C 2 

C 3 


- 4면체의 체적 


1 1 

a x 

公 2 

公 3 

V4 = 6 Ve = 6 

b \ 

b 2 

公 3 


^2 

C 3 


[평면에서의 직선] 

직선의 일반방정식 

Ax + By + C = 0 


- 단편으로 표시된 직선의 방정식 


- 직선의 표준방정식 (1) 

xcosa + ysma-p = 0 

(«: 직 선에 내린 수직 선과 Ox 축이 이 루는 각， 
p : 자리표원점으로부터 직선까지의 거 리 ) 


※ 직선의 일반방정식을 표준형래로의 표시 


Ax:+By + C 
±Va 2 +B 2 
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직선의 보조변수방정식 


\ (M 0 (x 0 , y 0 ), a = {n, m }) 

[y = yo + mt 

직선의 표준방정식 (2) 

x~x 0 = y- v 0 
n m 

두 점을 지나는 직선의 방정식 


x-x 0 

_ _ 

少 一 少 0 

또는 

x-x 0 

少一少 0 

자 - ᄌ 0 

少 1 一少 0 I 

사 - 자 ) 

少 1_ 少 0 



7 1 



또는 

ᄌ 0 

少 0 1 

= 0 



자 

지 1 




방향결수에 의한 직선의 방정식 

y-yo = K ( x ~ x o) 


iE-ir- y = Kjc+b 


/ 

K = tana = 

v 


少 i 一少 o 
자 - ᄌ 0 


점으로부터 직선까지의 거리 

d =|x 0 cosa + 3 ； 0 sin 6ir - /? | 

또는 |Ax 0 + By 0 + C| 

匕 Va 2 +b 2 

두 직선사이의 각 

AiAo + BtBo 
COS(p = —r= 一一 , 


tan ^ = 


1 ( 2 식 
1 + K& 



一 두 평행직선사이의 거리 

나-이 

Va 2 +b 2 

[공간에서의 직선] 

- 직선의 보조변수방정식 

x = x 0 -\-£t 

' y=yo +mt ( M o ( 지)， 少 o, z o )， a = {t, m, n }) 
z = z 0 -\-nt 

- 직선의 표준방정식 

x-x 0 ^y-y 0 _z-z 0 
£ m n 

두 점을 지나는 직선의 방정식 

ᄌ一ᄌ0 _ 少 —少0 _ z-Zo 
자 一자) _ 少厂凡 厂 z 0 

두 평행직선사이의 거리 


d = 

두 직선사이의 각 

씨 ) + 

COS 分 = z —— 1 t —— i 

、/片 사，유 +지 2 •、/선+，성 + 성 

[평면의 방정식] 

- 평면의 일반방정식 

Ax + By + Cz + D = 0 

단편으로 표시된 평면의 방정식 

즈 + 부 =i 

a b c 


少 2 一少 1 Z 2~ Z \\ 


m x 


n \ 


z 2 —와 ᄌ 2 —차 

n \ h 


+ 


사一시 少2一少1 
l x m x 


、녀 + 지 2 
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- 평면의 표준방정식 

xcosa + ycosj3-\-zcosy- p = 0 

(a, P，r : 자리표축과 평면의 법선벡토르가 이루는 각， 
P : 자리표원점으로부터 평면까지의 거리 ) 

※ 평면의 일반방정식을 표준방정식으로의 표시 
Ax+By + Cz + D ᄋ 

±a/a 2 +B 2 +C 2 

- 점과 법선백토르로 표시된 평면의 방정식 

A0 - 지 )) + B(_y- 7 0 ) + C(z -Z 0 ) = 0 

- 점과 공선이 아닌 두 백토르로 표시된 평면의 방정식 

x~x 0 y-y 0 z-z 0 

t x m l n x =0 

^2 m 2 n 2 


- 세 점을 지나는 평면의 방정식 

ᄌ-ᄌ o y-yo z ~ z o 
x\~x 0 y x -y 0 z x -z Q =0 

x 2 _ ^0 少 2 一少 0 Z 2 ~ Z 0 


- 평면의 보조변수방정식 

x = x 0 +£ 1 u+£ 2 v 

< 少 = 少 0 +m 1 u + m 2 v 
z = z 0 +n x u + n 2 v 

- 두 평행직선을 지나는 평면의 방정식 


x-x { y-y\ z-z x 

y 2 ~yi z i~ z i =° 

i x m x n x 


사귀는 두 직선을 지나는 평면의 방정식 

x-x x y-y\ z-Zj 
i x m l n x =0 

^2 m 2 n 2 


406 



[점으로부터 평면까지의 거리] 

^_|Ax 0 +By 0 +Cz 0 +Dl 

' Va 2 +b 2 +c 2 

[두 평면사이의 각] 

A!A 2 +B 1 B 2 +C]C 2 


cos ᄍ = 


.jAl+Bl+Cl^Al+Bl+C 


[원둘레] 


[타원] 


원둘레의 표준방정식 

x 2 +y 2 = R 2 

원둘레의 보조변수방정식 

jx = Rcost 
)y = Ksint 

점 C (이 이에 중심을 가진 원둘레의 방정식 

(x-a) 2 +(y-b) 2 =R 2 

타원의 표준방정식 

늪+合 =1 

타원의 리심률 

. c _ 、 la 2 -b 2 


£- 


<1 


公 公 

타원의 초점반경 

r x =a+£X , r 2 = a-£X 

타원의 기준선방정식 

公 公 

x = —, X = — 

£ £ 

임의의 점에서의 접선의 방정식 


xx：o 쌌 0 



임의의 점에서의 법선의 방정식 

y-yo=^-r^ix-x 0 ) 


- 타원의 보조변수방정식 

[x = 公 COS 广 

[y = bsint 

- 타원의 극방정식 


P 1-6X0S 》 

- 타원의 면적 

S = 穴次公 


[쌍끅선] 

- 쌍끅선의 표준방정식 

스스 1 

2 t2 

a 公 

쌍끅선의 리심률 

£= c = V7±Z >1 

公 公 

- 쌍곡선의 초점반경 

오른쪽가지 에서 

r { = £x +a f r 2 =£X-a 

왼쪽가지 에서 

r x = -( 幻 c + a) , r 2 = -( 幻 r - a) 

- 쌍곡선의 기준선방정식 




公 公 

— , x = — 

£ £ 

임의의 점에서 접선의 방정식 


xx 0 

— 2 ~" 

公 


2% 
一 巧 - 
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임의의 점에서 법선의 방정식 

y-yo = c ^-ix-x 0 ) 

公 자 

점근선의 방정식 

公 公 

y = —x, y = ——X 

' 公 ' 公 

쌍곡선의 극방정식 


P 1-fCOS 。 

[포물선] 

- 포물선의 표준방정식 

y 1 =2px 

- 포물선의 초점반경 



- 임의의 점에서 접선의 방정식 

yyo = p( x+x o) 

- 임의의 점에서 법선의 방정식 

y 0 

y~yo = ~( x ~ x o) 

- 포물선의 보조변수방정식 

_ t 2 

，가 

y =t 

- 포물선의 극방정식 


p= 


p 

l-cos 分 



10. 순렬과 조합 

[순렬의 총수공식] 

총수를 ^(또는 A 이 표시 ) 

^=n{n-\){n-2)---{n-k+V)= t 서,、， 

' IT 一 1 ’• 

P ； =«(«-l)(«-2)---3-2-l=«! 

(이 =1) 로 약속 
[조합의 총수공식] 

총수를 C k n (또는 (=)) 로 표시 ) 

，두 r 瓦 

nr 느 _ P« _ 刀 ! 

" ~ k\ ~ k\{n-k)\ 

一 조합의 성질 

C k „ = C n ~ k (0<k<n) 

C k „+C k n +l =C k n + + \ {Q<k<n) 

cl=c n „=\ 

C ： + C l n+ Cl+- + C ： = 2 n 
[뉴론의 2 마디공식] 

- 뉴론의 2마디공식 

(a + bf =a + b 

{a + b) 2 =a 2 + lab + 公 2 

(a + 公 ) 3 =a 3 +3a 2 公 + 3fl 公 2 + 公 3 

(a + b) 4 =a 4 + 4a 3 b + 6a V + 4o& 3 + b 4 
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(a + b) 5 =a 5 + 5a 4 b + 1 0a 3 b 2 + 10aV + 5ab 4 + b 5 


(a + b) n = C° n a n + C l n a n ~ l b + C 용公 "- 2 公 2 + … + 

+ Cy n - m b m +-- + C n n b n ( neN ) 

일반마디 : r k+1 = c k y- k b k 
• 파스칼 3 각형 


11. 수 _ 

[맡은차수렬] 

( a n ) '■ 같은차수렬 ◎ a „ + 1 - a „ = 以 (d : 공동차) 

일반마디공식 

a n = a x -\-{n- \)d 

이웃한 세 마디 a ᅬ , 〜, ~ +1 사이의 관계 
a,= an - x+ 2 an+l {n>2) 

一 합공식 

c _{a x +a n )n 띠 c _[2a x +{n-\)d]n 

건 «_ 2 -1- 匕 - 2 






[같은비 수렬] 

( a „): 같은비수렬◎쓰브대 나 : 공통비 ) 

a n 

일반마디공식 

n-\ 

公，: 公1 • 公 

이웃한 세 마디 a n _ x , a n , 、 +1 사이의 관계 

a n = a n-\ • a n+\ 

一 합공식 


S„ 


뿐 fVi) 

na x (、q = 1) 


무한감소갈은비수 S 의 합(|이<1) 


S , 


a x 


1 -公 

[몇가지 간단한 수렬의 합] 

n{n-\-X) 


1 + 2 + 3h - vn- 


2 


12 + 2 2 + 3 2 + ... + „2 = ^ + 1)(2» + 1) 

6 


1 3 +2 3 +3 3 +•••+« 3 


n 2 * {n + \) 2 


1 + 2 + 2 2 +…+ 2”- 1 = 2”-1 

2 + 4 + 6 + ••• + 2w = n(n + 1) 

1 + 3 + 5 + ••• + (2n -l) = n 2 


l 2 +3 2 +5 2 + ".+(2" -l) 2 = 바 4 ' 2 
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1 3 +3 3 +5 3 + ••• + (2«-l) 3 = « 2 (2« 2 -l) 


h2 + 2 .3 + - + n(n + l)= n(n+l) 3 (n + 2) 

1-4 + 2-7 + ••• + n(3n +1) = n(n + 1) 2 

1-2-3 +2-3*4 + ••• + «(« + \)(n + 2) = ■는 (w + \){n + 2)(n + 3) 

l2_ 2 2 +3 2_ 4 2 + ... + ( _ ir l w 2 = ( _ ir l«(^tl) 

1,1, , 1 n 

1-2 2*3 n(n + l) n + \ 

1,1, , 1 n 

-- 卜 • • • _i - = - 

1-3 3-5 (2n-\){2n + \) 2n + \ 

[합기호 往)의 성질] 

n n n 

+ b k ) =[， +】: b k 

k=l k=l k=l 


[ca 게아 


k=\ k=\ 


졌 卞 ] c=nc 

k=\ 


득히 ^l = n 

k=\ 


12. 행렬식 


[행렬의 선형산법] 

A + 0 = A 
A + (-A) = 0 
l.A = A 

(乂 + //)A = 乂 A + //A 
A(A + B) = AA + AB 
A(juA) = (Aju)A 
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[행렬의 성질] 

(AB)C = A(BC) (묶음법 칙 ) 

A(B + C) = AB + AC 

(B + C)A = BA + CA (분배 법칙 ) 

(灰 A)B = A:(AB) U 는 상수 ) 

l AB H 시 

[3 차행렬식과 련립방정식](크라메르의 공식) 

幻노 b x q 

公 2 b 2 c 2 =a-p 1 c^- s t-a 1 b i c x J t-a^> x c 1 -a^c 1 -a 1 j\c- i -a^) 1 c^^ °] n d 
a 3 公 3 c 3 

a x x + b x y + c x z = d x 
유 公 2 ᄌ + 公巧+이포:손 의 줄이 는 
a ^ x + b i y + c ^ z = d i 


d x 

b \ 

C l 


a x 

d ' 

c l 


a x 

b \ 

d x 

d 오 

b 2 

C 2 


公 2 

넜 2 

C 2 


公 2 

b 2 

넜 2 

d 今 

b 3 

C 3 


公 3 

d 3 

C 3 


公 3 

b 3 

d 즈 

次 ! 

b \ 

C 1 

_ ， y = ~ 

a x 

b \ 

C 1 

f z = - 

次 J 

b \ 

c \ 

公 2 

b 2 

C 2 


아 

b 2 

C 2 


아 

b 2 

C 2 

公 3 

b 3 

C 3 


公 3 

b 3 

C 3 


公 3 

b 3 

어 


13. 도함수 


[극한] 

- 수렬의 극한의 성질 

수렬 K), 後)이 수렴 하면 


\im(ca n ) = c lim a n (c 상수 ) 

«—>00 «—>00 


lim (a n ±b n )= lim a n ± lim b n 

n—>co «—>oo n—>cc 
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lim a n b n = lim a n • lim b„ 

«—>oo n —>00 n—>co 

a lima n 

= (lim 나 0) 

oo b n lim b n «->oo 

«—>00 

함수의 극한의 성질 

•x: 나 a 일 때 함수 /(X), 요야 ) 가 수렴 하면 
limc/(X) = c.lim/Xx:) (c 는 상수 ) 

x—>a x—>a 

lim[/(x) 土 g(x)] = lim /(功 土 limg(x) 

x—>a x—>a x—>a 

lim[/(x) _ g(x)] = lim f(x) _ lim g(x) 

x—>a x—>a x—>a 

f( x ) lim /(功 

lim ^ - , 、 (lim g(x) 半 0) 

x^a g(^) lim g(') x^a 

x—>a 

몇가지 특수한 극한들 

.. sin x .. x . 
lim -= 1 , lim ——— = 1 

나 o ᄌ 너 Osinx 


limfl + — 1 =e , limfl+— 1 -e , lim(l + x) : ' 
«— >oo 、 n J x— >ooy x J x->0 

(e=2. 718281828 ■•- 


«->。。\、 n ) 

■x —— 。。\、 X J 


(e=2 

lim ^- = 0 

a) fl\ 

， lim 쁘 = 0 

w—>00 ffl 

lim '\fa = 1 

n—>co 

(a>0), lim n 4n 

«—>00 

X 1 

\im e ~ = 

x->0 ᄌ 

1 ， lim ln(1+Jc) =l 

너 0 ᄌ 


[도함수와 미분] 
- 도함수 


/，W = i^o 


f(x + Ax)-f(x) 
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一 미분 

dy = f\x)dx 

- 미분법의 규직 

[cf (x)J = cf(x) ( C 는 상수 ) 

[/W ± g(x)i =f\x)±g\x) 
[f(x)-g(x)] =f\x)g{x)+f{x)g\x) 

f(x) _ /'(x)g(x)-/(x)g'(^) 

- 료 ⑶」- g\x) 

- 합성함수의 도함수 

{g[f(x)]y=g'[f(x)]f(x) 

- 거꿀함수의 도함수 


[r\y)]'- 


/，⑴ 


기본초등함수의 도함수 

c f = 0 (c* 상수)， x' = \ 

{x a )' = ax a ~ l (a g Q ) , ( 、 [ 도 y = — 

2 、hc 


(x>0) 



( e x y = e x 


(a x y = a x \na , (1hlx)’ = 丄， (log 나 )’ = — 유一 

JC ill CL 

(sin x)' = cosx , (cos :、)’ = - sin 义 

(tan x)' = 一 삭一 , (cot 기 ’ = - 수一 

cos x sin ᄌ 


(arctanx)' = —, (arc cot a 
1 + x 


(W<1) 
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- 함수의 증가, 감소구간의 판정법 

어떤 구간에서 

/⑴>0 각 / (功 :이 구간에 서 증가 
/' ⑴ <0 화 / (x): 이 구간에서 감소 
※ f'(x) = 0 => /(x): 이 구간에 서 상수 


- 함수의 극대, 극소판정조건 


점 G 를 포함한 충분히 작은 구간에서 


① 


jc<a 에 서 /’(功 >0j 각점 
x > a 에 서 f'(x) < Oj ° 


x = a •. f ( ᄌ)의 


② 


;ic<a 에 서 f'{x) < 0) 지 
;c>a 에 서 f'{x) > Oj ^ a 


文 = a .. f ( ᄌ)의 


극대 점 
극소점 


- 함수값의 근사계산공식 

f(a + Ax) ~ /(a) + /’(a) . Ax 
a = 0^/(Ax)«/(0) + / , (0)-Ax 


{x + Ax) a ~ x a + ca a l • Ax 


x = 1 (14 - Ax) a «1 + aAx 

sin(jc + Ax) « sin x + cosjc- Ax 
ᄌ = 0 각 sin ᅀ x » Ax 

- 몇가지 함수에 대한 고계도함수 


(x a ) (n) =a(a-l)---(a-n + 1)' 一 " 


(In 功 (” -1)!，" 

(e x ) M =e x 
(a x ) (n) =a x ln n a 

f 

(sinx) (w) = sin x + —n 
V 2 

(cosx) (,2) =cos x +—n 
\ 2 
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보조변수로 표시된 함수의 도함수 


X = 태) 

y = y(t) (a<t<b) 


y f x 


여 


14. 적분법 


[부정적분] 


부정적분 

j/(x)dx = F( X ) + c (F'(x) = /(x)) 

기본성질 

(| f{x)dx] = f{x) 
f{x)dx = f{x)dx 
| F^x ) 쇼 = F(x) + c 

j* dF(x) = F(X) + c 

변수치환적분 

① j* f(u(x))u r (x)dx = j* f{u)du - F(w) + c = F {u{x)) 

② J g(x)dx = J g{(p{t))cp\t)dt = 

= F(t)-\-c = F{cp~ x (x)) + c (x = cp(t)) 

부분적분 

I* udv = uv-[ vdu 
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부정적분공식 

I* Odx = c , [dx = x-\-c 


f 1 f r a+ ^ 

J ~dx-\n \x\+c f J x a dx = -^—^+c 

f d x = arctanx +c 
J 1 + r 2 


-- - =—arctan—+c (a^O) 

a+x 2 公 次 

' dx 1 1 1 + x , 

—— 7 = ^ +c 

\-x 2 2 \-x 

•수누 =; L ln 프土즈 아 (야 o ) 

a 2 -x 1 2 公 a-x 

, (뇨 = arcsinx + c , f , 쇼 = arcsin —+c 

^|U 니 a 2 -x 2 a 


\^=Un\x 2 + a\ + c 

J y -\-rv 上 


'wrr Hx+ ^ )+c 


Jx 2 + 公 


= \n\x + ylx 2 +a \+c 
: 、/ x 2 + a +c 


a 2 - x 2 


-- 니 a 2 _x 2 H 


/ 次 2 —' 오 dx = 든、1 cf —x^ ~\~~ z — arcsin—+c 
2 2 a 


^x 2 a dx = 득 : 、 lx 2 +a +yln| 


x + \x + 公 +c 
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J c x dx — € X + c j Q x dx — -j — — ~\~ c 

| \nxdx = xlnx-x-\-c 

\smxdx = -cosx+c, f cos^ = sinx + c 


• si 


dx 


sm 2 x 


= — cotx+c 


， [ 


dx 


cos 2 x 


= tanx+c 


tan xdx = - In | cosx | + c , cot xdx = In | sin x | + c 


A _ 

■ — c 
dx 


“ -dx = A\n\x-a\-\-c 
J x-a 


' ax+ b 公 

[ xe^dx - 


— \n\ax + b\+c (a ^ 0) 




广 +c (a^O) 


a 


Jlog fl xdx = ^-—{x\r\.x-x)-\-c (a 농 0) 


In a 


ᄌ 2 ᄌ 2 

x In xdx — — In x - 卜 c 

2 4 


•박』낸: 


2 


■+c 


j* sin(^ + b)dx = cos(^x -\-b)-\-c (a^O) 

J a 

Jcos(ax + b)dx = +b)+c (a^O) 


채 in A = sin ，: 一 ' cos ' + c 


■xcosxA = cos x + xsinx-\-c 


戶 

J si 


dx 


:ln 


smx 


ta: 


n 2 


+ c 


， 1 


dx 

cos ᄌ 


tan f + f . 


+ c 
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dx : tan f 네 + C 


1 土 sinx 


2 4 


， I 


dx 


1 + cosx 


= tan^+c 


( dx x 

- = -cot—+ c ， 

\-cosx 2 


• . . sin 2 x 

smxcosxox: = - + c 


一 점화공식 

C dx _ _x_ | 2n-3 f dx 

j (JC 2 +1)” 一 (2? 卜 2)0 2 +l)' 卜 1 2n-2J < 〉； 2 + 1)' 卜 1 


[정적분] 


- 적분학의 기본공식(뉴론-라이브니쯔의 공식) 

= FW|=F(^)-F(a) 

a 
a 

- 정적분의 성질 

公 c 公 

J / (x、dx = J / (x)dx +| / {x)dx 

a a c 


公 

\f{x)dx 


公 a 



a 公 


a 

J f (x)dx = 0 

a 


- 평균값공식 

b 

| / {x)dx = ju(b - a) (ju : 함수의 평 균값 ) 

公 

/가 련속이면 


| f(x)dx = -a) {a<^<b) 



치환적분 

b 

적 분 (功쇼 에서 변수 X 를 X = <p(t) 인 변수 f 로 치 환하면 

公 

b P 

| f{x)dx = | f[(p(t)]<p'(t)dt (<p(a) = a, 分 () 公 ) = 公 ) 

a 公 

- 부분적분 

公 b b 

J uVdx = wv | - 1 vu’dx 

a a a 

[적분의 응용] 

곡선 y = f(x) 와 두 직선 x = a, x=b 및 x 축으로 

둘러싸인 면적계산공식 

• 곡선 ；； = /(시와 두 직선 x = a, x = b 및 기축으로 
둘러싸인 곡선제형의 면적 

公 

S = J| /⑶ | dx 

公 

• 구간 [이 이 에서 /(X) 브 gCx:) 일 때 두 곡선 y = f{x) , 
y = 및 직선 x = x = b 로 ~ 둘러싸인 도형의 
면적 

公 

S = J |/ W - gW|A 

公 

- 극자리표로 표시된 끅선부재형의 면적 

P 

s = 士 J ， 2 (功— 

公 

가로자 M 면의 면적으로 표시된 도형의 체적 

公 

V = J S(x)A 

a 
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끅선제형의 회전에 의하여 얻어진 도형의 체적 

• Ox 축 둘레로의 회전인 경우 

公 

V = ;rJ f 2 (x)dx 

a 

• Qy 축 둘레로의 회전인 경우 

公 

V = 2/rj xf (x)dx 

a 

국선의 길이 

• 곡선의 방정식 이 少=/(功, a 으신스 로 주어 진 경우 

b _ 

S = J、/l + (， ⑴) 2 쇼 

公 

• 보조 변수로 주 어 진 경우 

\x = 

= yit) {a<t<P) 

p _ 

s=|V(^(0) 2 +(y(0 ) 2 dt 

公 

• 극자리표로 주어 진 경 우 
r = r{cp\ a<cp< P 

P _ 

S=J 士 2 “ 3)+(’ ( 分 )) 2 d(p 

公 

끅선 少 =/( 功, a<;c<Z7 의 Ojc 축 둘레로의 회전에 

으I하여 얻어진 도령의 겉면적 

b _ 

S = 2^| y(t)^J(x'(t)) 2 + {y'{t)fdt 

a 
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끅선 y = f(x), a<;c<6 의 질량중심 (，= 厂(功 :끅선의 밀도 ) 

• 질량 


u _ 

m = J p(x)^Jl (f r (x)) 2 dx 


질 량중심 의 자리표 


ᄌ = —, 少 = — 
m m 

끅선제형의 질량중심 


U 

w = /?|/ {x)dx {p : 상수 ) 


질 량중심 의 자러표 


물체의 변위와 지나간 거리계산공식 

• 물체의 변위 


丄 

J v(t)dt 


지나간 거리 


S = | v ⑴ | dt 


일계산공식 


U 

: j* F {x)dx 
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수학기호 


기호 

기호의 뜻(이들) 


= 

갈다. 

a — b 

= 

늘 갈다. 

A^B 


또는 합동 

AABC 三 AA ^ jCj 

半 

갈지 않다. 

a 수 b 

이 

근사하게 같다. 

a » 公 

e 

들기 

a eA 

在 

안들기 

公 在 A 

B 

가지 기 

ABa 

安 

안가지 기 

A^a 


품기 기 (부분모임) 

A ᄐ B 

툐 

안품기 기 

ASB 

3 

품기 

A 교 B 

호 

안품기 

A 죤 B 

D 

참부분모임 

ADB 

0 

빈모임 

AU ( J ) =A 

{ } 

모임 

{公，公，… } 

U 

모임의 합 

AUB 

n 

모임의 적(사귐) 

ADB 

\ 

모임의 차 

A\B 

> 

보다 크다. 

a > b 

< 

보다 작다. 

a <b 


보다 작지 않다. 

a^b 


보다 크지 않다. 

a^b 

( ) 

최대 공통약수 

(4，8)=4 

[ ] 

최소공통배수 

[4，8] =8 

1 

완제 된 다. 

4 | 16 

1 1 

절대값 

1 -2 I =2 
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수학의 발견，발명년대표 


년대 

수학자와 발견，발명내 용 


A 수학의 발생단계 

30 만년전 

수의 개념형성 

B. C. 4700 

바빌로니아에서 1년을 365일로 하는 태양력 사용 

B. C. 3500 

메소포타미아에서 바른6각형, 같은차수렬, 같은비 
수렬, 2차뿌리의 연구 

B. C. 1650 

에 짚트에서 한변수2차방정 식 의 풀이 , 3각형 , 4각형 , 
원의 면적, 평행6면체와 각쁠의 체적을 계산 

B. C. 700 

에짚트에서 선분의 황금분할，합평균，곱평균의 개 

념 형성 

A 초등수학단계 

B. C. 540 

피다고라스 (B. C. 570- B. C. 500, 그리스)학파가 피 

다고라스정 리 증명, 무리 수 발견 

B. C. 4세기 

플라톤 (B. C. 429- B. C. 347) 학과가 귀유 

후반기 

법을 발견 

B. C. 280 

아리스토텔레스®. C. 384- B. C. 322, 그리스) 
가 공리개 념제기，론리학의 기본법칙들을 정 식화 
유콜리 드 (B. C. 3세기 , 그리스)가 13권으로 된 기 
하학의 《원론》을 집필，이 책은 20세기 중엽까지 
초등기하교과서의 기본내용으로 됨 

B. C. 3세기 

메소포타미 아에서 수자 0을 사용 

B. C. 225 

아르키메데스 (B. C. 287- B. C. 212，그리스)가 면 

적과 체적을 구하는 방법을 발명하고 원과 타원의 
면적，구의 체적을 구하는 공식발견 

B. C. 2세기 

중국에서 246개의 수학문제를 9개의 장으로 나누 

어 묶어 놓은 책 《 구장 산술》이 나옴 

B. C. 140 

힙파크로스(그리스)가 삼각법을 발명, 지구로부터 
달, 래양까지의 거리를 계산 
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년대 

수학자와 발견，발명내용 

0 

헤론(그리스-에짚트)이 3각형의 면적을 구하는 헤 
론의 공식 을 제 기(사실 이 공식 은 이 미 아르키 메 데 
스가 내놓았음) 

100 

메넬라우스(그리스-에짚트)가 유콜리드《원본》을 본 
따서 구면삼각을 발전시 킴 

150 

프롤레미우스(그리스-에짚트)가 고대삼각법을 종합 

250 

디오판투스(그리스-에짚트)가 산수, 대수를 13권으 

로 종합한 책《산술》을 집필, 여기에 부정방정식도 
들어있음 

372 

고구려에서 최고학교인 국자감을 조직하고 이 학교에서 
《산학》으로 수학을 교육 

480 

쭈층즈(중국)가 3.1415926< %<3.1415927로 % 

의 값을 구하였음 

499 

마랴브하타(인디 아)가 1차부정방정식 ax = ty + c 의 
자연수풀이를 구하는 방법을 발명 

554 

왕보선(백제 )이 일본에 건너 가《구장산술》을 교육 

700 

백제의 왕도량，고덕이 일본에 건너가 조선의 고전 
수학과《 구장산술》을 전파 

7세기 말 

신라의 국학에서 수학교재《륙장》，《삼개》，《구 
장》, 《철술》을 교육 

830 

중앙아시 아의 알 호레즈미가 1차，2차 대수방정식 
의 풀이법 에 관한 책 을 집 필 

900 

중앙아시 아의 알 바타니가 시누스, 코시누스，탕겐 
스，코랑겐스 등 삼각의 학술용어를 만들고 구면3 
각형의 코시누스정리를 발견 

992 

고려 의 최 고학교(대 학)인 국자감 (1308 년에 성 균 

관으로 개칭)에 산사(수학전문가)를 양성하는 6년 
제학과를 두고《구장》，《사가》，《천술》,《삼 
개》를 교육 
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1000 

중앙아시아의 알 비루니가 시누스의 합(차)을 적으 
로 고치는 공식, 배각，반각의 공식을 유도하고 시 
누스，탕겐스 수표를 작성 

12세기 중엽 

브하스카라(인디 아)가 조합의 개수계산공식을 유도 

12세 기 

유럽에서 첫 대학들이 설립，이딸러아의 볼로냐대 
학, 영국의 옥스포드대학 

1209 

피보나치 (이딸리아)가 피보나치수렬 
a 0 =0, a , = 1 , a n+2 = a 0 + a „ +1 을 제 기 

1260 

중앙아시 아의 나씨 르에 딘 (1201-1274) 이 시 누스정 리 
를 유도 

1343 

강보(조선)가 3차보간법을 발명(유럽에서는 1687년 
에 뉴톤이 처음으로 고차보간공식을 제기) 

15세기 전반기 

리조정부의 호조에 산사(수학전문가)양성을 맡아보 
는 부서인 습산국을 설치, 학생수는 15명，교재로는 
《상명산법》， 《양휘산법》， 《산학계몽》 

1433 

조선에서 출판된 수학교재 《양휘산법》에서 丄제곱 

2 

의 근사계산에 변형된 접선법을 사용(유럽에서는 
1669년에 뉴톤이 3차방정식을 줄기 위하여 처음으 
로 접선법을 사용) 

1515 

페르로(이딸리아)가 x i +bx = d 형래의 3차방정식풀 
이법을 발견하고 비밀에 붙임 

1526 

카르다노(이딸리아)가 확률의 더하기공식, 곱하기공 

식을 사용 

1534 

타르타글리 아(이 딸리 아)가 일 반적경 우의 조합의 개 
수공식을 유도 

1535 

타르타글리아가 x 3 + ax 2 =rf 형래의 3차방정식의 풀 
이법을 발견하고 비밀에 붙임 

1540 

페 라리(이딸리 아) 가 4차방정 식 의 풀이법 을 발견하 
고 비밀에 붙임 
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1572 

봄벨리 (이딸리아)가 그의 책《대수》에서 허수를 도입 

1591 

비 에 뜨(프랑스) 가 4차이하의 대 수방정 식 의 풀이 와 
결수사이의 관계에 관한 비에뜨공식을 유도 

1614 

네 피어 (1550-1617, 스코틀랜드)가 자연로그수를 

발견，로그수표의 작성 

1615 

케 플레 르(도이월 란드) 가 회 전체 의 체 적 공식 을 제 기 

1617 

브리 그스(영국)가 상용로그수표작성 

1620 

군떼르(영국)가 원형로그자를 발명 

1625 

자라드(네데를란드)가 구면3각형의 면적공식을 유도 

1629 

페르마(1601-1665, 프랑스)가기하학에 자리표법을도입 

1630 

오우트레드(영국)가 직선로그자를 발명 

A 근대수학단계 

1635 

까발리 에 리 (이 딸리 아)가 면적 원리 , 체 적 원 리 (까발 

리에리원리)를 제기 

1636 

페 르마가 페 르마의 대 정 리 를 정 식 화 

1637 

데까르뜨 (1596-1650, 프랑스)가 자리표법을 도입 

하여 해석기 하를 체 계화 

1639 

데자르그(1593-1662, 프랑스)가사영기하의 기본개념을 제기 
빠스깔 (1623-1662, 프랑스) 이 원뿔곡선에 내접하는 6각 
형의 성질을 발견 

1640 

페 르마가 페 르마의 소정리 를 정 식 화하고 2 2 " +1 형 
래의 수가 씨수라는 가설을 계기 

1641 

빠스깔이 합산기를 발명 

1648 

데 자르그가 사영 기 하학의 특수한 쌍대 정 리 를 발견 

1654-1657 

빠스깔, 페르마，회 이헨스(네 데 를란드)가 확률론을 
수학의 독자적 인 분야로 발전시 킴 

1665-1666 

뉴톤(1643-1716，영국)이 미분적분법을 발견, 거 
의 같은 시기에 라이브니쯔(1646-1716，도이월란 
드)도 미적분법을 독자적 으로 발견 
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1670 

그레고러(영국)가 삼각함수，로그함수들을 제곱합 

렬로 전개 

1674 

라이 브니쯔가 계산기를 발명 

1676 

라이 브니쯔가 제곱함수의 미분과 적분공식을 유도 

1677 

라이 브니쯔가 적분학의 기본공식을 발견 

1679 

라이브니쯔가 2진법을 제기 

1684 

라이브니쯔가 미분법을 론문으로 공개 

1686 

라이브니쯔가 적분법을 론문으로 공개 

1687 

뉴톤이 함수의 고차보간공식을 계 기(우리 나라에서 
는 200-300 년전에 3차보간법을 제기) 

1691 

뉴론이 미적분을 해설한 론문《곡선구적술》을 발표 

1707 

파브르(영국)가 복소수의 제곱의 편각과 절대값에 관한 
파브르공식을 유도 

1712 

테일러 (1685-1731, 영국)가 함수의 제곱합렬전개에 

관한 테일러공식을 발견 

1713 

야꼬브 베 르누이(1654-1705，스위 스) 가 확률론의 큰 

수의 법칙을 발견 

1728 

오일레르 (1707-1783, 스위스)가 고계상결수선형동차 
상미분방정식의 일반풀이를 구하는 방법을 계 기 

1729 

오일레르가 r - 함수와 B - 함수를 발견 

1731 

끌레로 (1713-1765, 프랑스)가 미적분을 리용하여 공 
간곡선론을 제 기 

1732 

오일레르가 2 2 " +1 이 씨수라는 페르마의 가설이 틀 
린다는것을 증명 

1735 

오일레르가 1계상미분방정식을 푸는 적분승수법을 발견 

1736 

오일레르가 7개다리에 관한 켄닉스부르그의 다리문 

제 를 풀었 고 페 르마의 소정리 를 증명 

1739 

오일 레 르가 2계 선형비동차상미 분방정 식 을 푸는 상 
수변화법을 발견 
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1740 

크라메르 (1704-1752, 스위스)가 행 렬식리론의 기 

초를 축성 

1742 

골드바흐(1690-1764，도이월 란드) 가 모든 홀수는 

세 씨수들의 합으로, 모든 짝수는 두 씨수들의 합 

으로 표시된다는 가설을 제기 

1743 

심프손(1710-1761，영국)이 적분의 근사계산법을 

발명 

1747 

달람베르 (1717-1783, 프랑스)가 줄의 진동편미분 

방정식을 유도 

1748 

달람베르가 복소수함수의 적분을 제기 

1750 

크라메르가 련립1차대수방정식의 풀이를 행렬식으 
로 표시하는《 크라메 르공식》을 유도 

18세기 중엽 

홍대용(1713-1783，조선)이 고차대수방정식의 근 
사풀이법 을 발명，수학책 《 주해 수용》을 집 필 

1761 

람베르트(스위 스)가 련분수를 리 용하여 가 무리 

수라는것을 증명 

1763 

베 이즈(영국)가 확률론의 2마디분포를 발표 

1768 

오일레르가 무리함수의 적분계산법을 찾고 2중적분을 정의 

1773 

라그랑쥬가 3중적분을 정의 

1774 

라그랑쥬가 고계 선형비동차 미 분방정 식 의 특수풀이 
를 구하는 상수변화법을 발견 

1788 

리 규경(조선) 이 수학발전력 사를 개 괄한 책《 수학의 
시 원》을 집 필 , 《 기 하학원본》을 조선말로 번역 

1796 

가우스 (1777-1855, 도이월란드)가 자와 콤파스만 
가지고 바른17각형과 바른257각형을 작도할수 있 

다는것을 증명 

1799 

가우스가 대수학의 기본정리를 증명 

1812 

라쁠라스 (1749-1827, 프랑스)가 확률론의 중심극 

한정 리 를 정 식 화 
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1815 

꼬쉬 (1789-1857，프랑스)가 치환군의 개념을 제기 

1816 

베쌜 (1784-1846, 도이월 란드) 이 특수함수리 론을 

세움 

A 현대수학단계 

19세기 초 

남병 길，남병 철(조선) 이 구면삼각계 산기 구인《 량도 
의》를 발명 

1820 

꼬쉬 가 상미 분방정 식 의 초기 값문제 풀이 의 존재 성 정 
리를 발표 

1822 

꼬쉬가 극한론을 엄밀하게 서술하고 그에 기초하여 
해석수학을 전개 

1824 

아벨 (1802-1829, 노르웨 이)이 5차이상의 일반대수 
방정식의 풀이공식에 의한 풀이의 불가능성을 증명 

1826 

로바쳅 스끼 (1792-1856，로씨 야) 가 비 유들리 드기 하 

학존재를 통보 

1827 

제 르공(1771-1859，프랑스) 이 사영기 하학에 서 쌍 

대원리를 정식화 

1829 

슈투름(스위 스) 이 주어 진 구간에 들어있는 대수방 

정식의 풀이의 개수에 관한 슈투름의 정리를 제기 

1831 

갈과 (1811-1832, 프랑스)가 치환군을 리용하여 임 

의의 차의 대수방정식의 풀이공식을 리용하여 풀리 
기 위한 필요충분조건을 제기，군론과 체론의 기초 

를 마련 

꼬쉬가 꼬쉬의 적분공식을 유도 

1832 

볼랴이 (1802-1860, 마자르)가 비유콜리드기하학에 
대한 착상을 발표 

1835 

하밀톤 (1805-1865, 영국)이 복소수를 실수쌍으로 
고찰하는 복소수의 형식리론을 제기 

1837 

과종 (1781-1840, 프랑스)이 확률론의 큰수법칙의 

특수경우를 정식화 
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1839 

플류케르(도이월란드)가 4차대수곡선을 152종류로 분류 

1840 

디 리 콜레 (1805-1859，도이 월 란드)가 평 등수렴 성 개 

념을 제기 

1843 

켈리 (1821-1895，영국)가 « 차원선형공간의 개념 

을 도입 

1844 

그라스만 (1809-1877, 도이월란드)이 « 차원공간에 

서 벡 토르해석의 기본개념을 제 기 
꼬쉬 가 « 원선형 련 립 상미 분방정 식 의 풀이 의 존재 정 

리를 증명 

1845 

야꼬비 (1804-1851, 도이 월 란드)가 련립 1차대 수방 
정식을 푸는 한가지 방법인 《야꼬비법》을 제기 

1847 

부울(1815-1864，영국)과 모르간(1806-1871，영 

국)이 수리론리학의 기초를 마련 
하밀톤이 《백 토르》라는 용어 를 도입 
키르흐호프(도이월란드)가 전기회로와 관련된 그라 
프에 관한 연구결과를 발표 

1848 

꼬쉬 가 1 계련 립 편미 분방정 식 의 적 분법 을 발견 

1852 

가슬리 (대 학생 , 영 국) 가 4색 문제 를 설 정 

1854 

리 만(1826-1866，도이월 란드) 이 리 만기 하(다차원 
다양체에서의 미분기하)의 시초를 열어놓음 

1855 

리상혁 (1810-?, 조선)이 수학책《산술관견》을 집필 

1857 

꿈메르(도이월란드)가 3<«<100 일 때 페르마의 

대정리를 증명 

리만이 정적분(리만적분)의 개념을 엄밀히 정식화 

1858 

켈리가 행렬론을 체계화 

뫼 비 우스 (1790-1868, 도이월 란드) 가 뫼 비 우스띠 

(한쪽곡면)를 발견 

1861 

와이에르슈트라스(1815-1897，도이월란드)가 a - 

6식으로 극한을 엄밀히 정의 
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1867 

남병길(1820-1869, 조선)이 수학책《산학정의》를 집필 

1871 

들라인 (1849-1925, 도이월 란드) 이 로바쉽 스끼 기 하 
학의 직관적모형을 제시 

1872 

리 (노르웨 이)가 유리수의 기본렬에 의한 실수론을 세움 
들라인이 변환군에 기초하여 기하학을 분류하고 통일시 
킬것을 주장하는《에를랑겐목록》을 발표 

1873 

칸토르 (1845-1918, 도이월란드)가 유리수모임의 농도 

가 자연수모임 의 농도와 같다는것 을 증명 (가부번성 ) 

에르미뜨(프랑스)가 수 e 가 초월수라는것을 증명 

1874 

칸토르가 실수모임의 비가부번성을 증명 
자이 델 (도이 월 란드) 이 련 립 1 차대 수방정 식 을 푸는 
한가지 방법(자이 델 법 )을 발명 

1878 

켈리가 추상유한군의 기초개념을 제시 
칸토르가 자연수모임의 농도와 실수모임의 농도사 
이 의 중간농도가 없 다는 가설(련속체 가설) 을 제 기 

1882 

린데만(도이월란드)이 7 T 가 초월수라는것을 증명 

1883 

칸토르가 모임론을 세움 

1884 

마르꼬브(로씨야)가 련분수론을 발전시킴 

1885 

볼떼 라 (1860-1940, 이 딸리 아) 가 적 분방정 식리 론의 

기초를 축성 

1887 

죠르당이 곡선을 엄격히 정의 

체뵈쉐브(로씨야)가 확률론의 중심극한정리의 한가 
지 충분조건을 제기 

1890 

힐베 르트 (1862-1943, 도이윌 란드) 가 대 수적 불변식 

론의 기본문제를 해결 

빼아노 (1858-1932, 이딸리아)가 자연수의 공리를 
정식화 

하우드(영국)가 평면그라프의 5색정리를 증명하고 자루수 
가 n 인 다문면의 색수공식을 가설로 제기 (하우드가설) 
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1891 

헤 프테 르(도이월 란드)가 자루수가 l < r <6 인 하우 

드가설을 증명 

1894 

광까레 가 ᄌ; 차원대 수적 위 상기 하학에 관한 연구결 과 
발표 

1896 

아다마르(프랑스) 등이 씨수분포의 점근법 칙을 증명 

1897 

켈 리 가 마디점수가 m 인 표식붙은 나무의 개수공식 

을 제기 

1899 

힐베르트가 초등기 하학의 첫 공리계 인《 힐베 르트공 
리 계》를 제 기 

베르(프랑스)가 0차원공간개념을 도입 

1900 

힐베르트가 제2차국제수학자대회 에서 수학에서 해 

결하여야 할 23개 문제를 제기 

1901 

덴(1878-1952，도이월란드)이 무한의 개념을 쓰 
지 않고 두 4면체에서 밑면적과 높이가 각각 같 
으면 그것들의 체적이 같다는 힐베르트의 3번문 

제를 해결 

1902 

랏쎌 (1872-1970, 영 국) 등이 당시 의 모임 론에 서 
모순을 발견 

1904 

광까레 가《3차원 단련결 인 다양체 (4 차원공간에 서 의 
다문면)는 3차원구면과 위상동형 이 다. > 라는 가설 

제기 

째르멜로 (1871-1953, 도이월란드)가 선택공리제기 
하우스드로프(1868-1942，도이월란드)가 위상공간 

의 개념 제기 

1907 

카라테 오도리(1873-1950，도이 월 란드) 가 볼록모임 

의 성질을 해명 

민꼽쓰끼 (1864-1909, 도이 월 란드) 가 4차원기 하학 
을 리 용하여 득수상대 성 리 론을 기 초화 

1908 

째 르멜 로가 모임 론의 공리 계 ( Z 공리 계 )를 제 기 


438 





년대 

수학자와 발견，발명내용 

1910 

슈타이니 츠 (1881-1966, 네 데 를란드) 가 공리 적방법 

으로 제론을 도입 

리차드슨(영 국)이 련 립1차대 수방정 식 을 푸는 반복 
법을 제기 

1911 

브라우에르 (1881-1966, 네데를란드)가 대수적위상기 

하학에 단체 넘기와 단체 근사를 도입 

째르멜로가 장기경기를 리론적으로 연구 

1912 

광까레가 련속체의 차원수의 개념을 도입 

1913 

라돈 (1887-1956, 오스트리아)이 스칠체스적분과 
르베 그적분을 르베그-스칠체스적분으로 통합 

1916 

베 른슈테 인 (1880-1968, 로씨 야) 이 확률론의 첫 공 

리계를 제기 

1917 

위노그라도브(1891-1981，로씨야)가 수론의 삼각 
합렬법을 개척 

루진(1883-1950，로씨야) 등이 해석적모임론을 전개 

1918 

폰 미제스 (1885-1953, 오스트리아)가 확률론의 한 

가지 공리계를 제기 

1919 

브룬(노르웨이)이 쌍둥이씨수들의 거꿀수들의 합렬 
이 유한합렬이거나 수렴한다는것을 증명 

1920 

바나흐(1892-1945, 뽑스까)가 바나흐공간의 개념을제기 

1921 

레 프쉐 츠(1884-1972，도이월 란드)가 복소대 수다양 

체 리 론을 제 기 

1922 

프렌 켈 (1891-1965, 도이 월 란드) 이 모임 론의 한가 

지 공리 계 ( ZF 공리계 ) 를 계 기 

꾸라롭스끼 (1890-1980, 뽑스까)가 페포를 공리화 

헤쎄 (1898-1979, 도이월 란드)가 힐베 르트의 11번 

문제를 긍정적으로 해결 

1923 

위너가 브라운운동의 수학적모형으로 되는 우연과 

정 개념을 제기 
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1924 

힌친 (1894-1959，로씨 야)이 반복로그법 칙 을 발견 

1925 

폰 노이만(1903-1957，마자르) 이 구성 적，공리 적 
모임론을 전개 

네반린 나 (1895-1980, 핀 란드) 가 유리 형함수의 령 

점의 개수를 평가 

우뢰 손 (로씨 야) 이 표준위 상공간의 거 리 화가능성 을 

증명 

1927 

한(오스트리 아)이 선형범함수의 연장정 리를 제기 

바나흐 등이 평등유계성원리를 제 기 

1928 

폰 노이만이 추상힐베르트공간을 정의 
폰 노이만이 경기론의 기본개념을 제 기 

1929 

힌친이 표본평균값의 확률수렴성을 증명 

1930 

레프쉐츠가 무한개의 단체들로 이루어진 복체의 개 

념을 제기 

꼴모고로브가 강한 큰수법 칙 이 성 립 하기 위한 한가 
지 중분조건을 제기 

1933 

쎄베 러 (이 달러 아)가 대 수기 하의 기초를 축성 
꼴모고로브가 확률론의 공리화를 완성 

피어슨(1895-1980，영국) 등이 가설검정의 기초리 

론을 건설 

1934 

켈리폰드(1906-1968，로씨야)가 힐베르트의 7번문 

제를 해결 

피 어슨이 확률론의 베 타분포를 계기 

1935 

겐첸(도이월란드)이 증명론의 기본정 리를 정식화 

1936 

제10차 국제수학자대회에서 알포스(핀란드), 더글 
라스(미국)에게 첫 필즈상이 수여됨 
겐첸이 자연수공리계의 무모순성을 증명 
류링(1912-1954，영 국) 등이 수자형자동계 산기 의 

원리를 제기 
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1937 

위노그라도브가 삼각합렬법으로 충분히 큰 모든 홀 
수는 세 씨수의 합으로 표시된다는것을 증명 

스미르노브(로씨야)가 한가지 확률분포인 이 2 -분 
포를 제기 

1938 

빼 뜨롭스끼 (1901-1973，로씨 야) 가 고계 련 립 편미 분 

방정식에서 타원형，쌍곡선형，포물선형의 개념을 
정의하고 꼬쉬문제의 타당성조건을 유도 

1939 

피 델 (1906-1972, 오스트리 아) 이 련속체 가설 이 모 
임 론의 공리계 에 모순되 지 않는다는것 을 증명 
겔듸쉬 (1911-1978, 로씨야) 등이 복소수함수를 비행 
기날개의 양력，착륙때의 진동, 수중날개연구에 응용 

1941 

에르도슈(마자르) 등이 지정된 개수의 자연수들의 

합으로의 지정된 자연수의 분할의 개수공식을 유도 

1943 

천성선(중국) 등이 닫긴리만다양체의 가우스-본네 

정리를 증명 

1945 

폰노이만 등이 통계적시행법을 발견 

1946 

이또(일본)가 합성우연과정의 미분공식, 리프쉬츠 
련속성을 가지는 우연미분방정식의 풀이의 존재성， 
유일 성 을 증명 

1947 

라도(마자로)가 다문곡면의 면적 S 와 이 곡면에 의하여 

c 3 

둘러싸인 공간부분의 체 적 V 사이 에 V 2 <——인 관계 

36刀， 

를 증명 

1949 

거꿀탕겐스의 레일러전개공식을 리 용하여 콤퓨터 로 

3일동안 계산하여 tt 를 2 037자리까지 계산 

1951 

쁘로호로브(로씨 야)가 강한 큰 수법 칙의 한가지 필 
요충분조건을 제기 

스미 르노브(로씨 야) 등이 일 반거 리화 규준을 계 기 
펜 첸 (1905-1980, 단마르크) 이 볼록함수에 관한 현 
대적리론을 확립 
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1952 

스리예펠(스위스) 등이 련립1차대수방정식을 푸는 공액 
그라디 엔트법 을 제 기 

듀링이 생물의 형래발생에 관한 수학적모형을 제기 

1953 

겔판드(로씨야) 등이 상결수포물선형 미분방정식의 
꼬쉬문계의 풀이의 유일성을 증명 
겔판드 등이 상미분방정식의 경계값문제를 푸는 몰 
이법(분해법, 경계조건이동법)을 제기 

1954 

메이나르두스(도이월란드)가 자연수들의 분할의 개 
수점 근공식 유도 

1956 

통이 미분되는 넘기기의 특이점의 성질을 증명 
꼴모고로브가 임의의 여 러변수련속함수가 3변수련 

속함수들의 유한번의 합성으로 표시될수 있다는것 
을 증명 

보골류보브(1909-1992，로씨 야) 가 복소여 러변수정 
칙함수의 해 석 원리 를 발견 

두브가 이또보다 약한 가정밑에서 우연미분방정식 
을 연구 

1957 

말그량쥬 (프랑스) 가 유클리드공간에로의 다양체의 
해석적넣기에 관한 정리를 증명 
아놀드(로씨야)가 임의의 여러변수련속함수가 2변 
수련속함수들의 유한번의 합성으로 표시될수 있다 
는것을 증명 

1958 

세 흐터(미 국) 가 고계타원형 미 분방정 식 의 풀이 의 선 

험평가와 존재성을 증명 

감그렐 리 제(로씨 야) 가 련립 상미 분방정 식 의 최 량조 

종의 최대값원리를 제기 

1959 

스메 일(미국)이 5 <« 인 ;; 차원위상다양체에서 광 
까레가설을 증명 

드 브레우 (프랑스) 가 경제균형리론에 공리화수법을 도입 
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1960 

로빈손(영국) 등이 자연수풀이를 가지는가，가지지 않는가 
를 판정할수 없는 지수디오판투스방정식이 있다는것을 증명 
칼만(마자르)이 신호렬의 려파리론을 제기 
라브렌찌 예 브가 복소수함수론을 방향성 발파에 응용 

1961 

스꼬로호드(우크라이나) 등이 이또보다 약한 가정밑에 
서 우연미분방정식의 풀이의 존재성，유일성을 증명 

1962 

리재곤(1919-2007，조선)이 다차원특이적분의 성 
질을 해명하고 다차원고계선형련립타원형편미분방 
정식의 경계값문제의 풀이의 선험평가, 기본풀이의 

존재성을 증명 

1963 

조주경 (1931-2002, 조선) 이 이 또가 준 가정 보다 

약한 가정밑에서 합성우연과정의 미분공식과 우연 
미분방정식의 풀이의 존재성，유일성을 증명 
코엔이 련속체가설을 해결 

1964 

노비 꼬브(로씨 야) 가 « 차원 ( « > 5 ) 위 상다양체 를 분 
류(그후 우리 나라에서 h = 2 소+ 1 인 « 차원위상다 
양체 는 « 차원구면 하나뿐이 라는것 을 증명 함으로써 
n = 2 k + \, «>5 인 경우 노비꼬브의 위상다양체분 

류는 오유라는것을 밝힘) 

1965 

자메(이 란)가 모호모임의 개념을 내놓고 모호수학 

을 개척 

1966 

팔레손이 그라프론에서 최대, 최소흐름의 알고리듬 
을 제기 

모아가 근사수들의 계 산에 관한 구간해 석리 론을 확립 

1967 

메 이커(영국)가 대수적수들의 로그들의 1차형 식 이 

초월수라는것을 증명 

젠께 위 치 (영 국) 가 유한요소법 프로그람의 본보기 를 제 기 

1968 

베 이 커 가 옹근수결 수2변수«차동차기 약대 수방정 식 의 
옹근수풀이의 한계를 제기 
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헨킨(프랑스)이 복소한변수함수의 꼬쉬적분표시공 
식을 복소여 러변수함수의 경우에로 일반화 
링겔(미국)，양그스，구스친 등 여러 수학자들이 2차원 
다양체、의 색수공식에 관한 히우드의 가설을 40개의 
단계 를 거 쳐 책 한권으로 증명(그후 우리 나라에서 는 
새로운 2차원의다양체들을 도입하여 단판치기로 증명) 
웬들란드(도이월란드)가 경계요소법을 착상 

1969 

통이 초등돌변을 7가지형래로 분류 

코엔(네 데 를란드) 이 비 마르꼬브봉사계 를 연구하는 

적분방정식법을 제기 

월킨손(영국)이 0(幼 2 )의 계산량을 가지는 띠폭 5 
인 »차대 칭행 렬의 일 반화된 부분고유값의 고유값을 
구하는 스펙 트르분리법 을 제 기 

1970 

메이커가 임의의 제1종대수곡선의 모든 아낙점을 
구하는 알고리듬을 제기 

마찌 야쎄 위 치 (로씨 야) 가 임 의 의 디 오판투스방정 식 
의 풀이의 존재성을 판정하는 유한알고리듬이 없다 
는것을 증명 

1971 

레베제브(로씨야)가 련립1차방정식을 푸는 리차드 
슨법의 불안정성을 극복하는 방도를 계기 

1973 

블렉크 등이 우연미분방정식을 리용하여 증권시세를 
모형 화 

벤수산(프랑스) 등이 준변분안같기식의 개념을 제기 

1975 

리종욱(조선)이 선형계획 법문제를 풀기 위한 축차 
절단법을 제기 

브란트(이스라엘)가 미분방정식，적분방정식의 수 
값풀이 를 위한 여 러그물법리 론을 제 기 
깐또로위 치 (1912-1988, 로씨 야) 등이 선형계 획 법 

을 리 용하여 선형경 제 모형 화를 제 기 
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1976 

김성련(조선)이 미분경기문제의 수값풀이법을 제기 
하켄 (미 국) 등이 4색 가설의 《 콤퓨터 에 의한 증명》 
제 기 ( 《 수학적 증명》은 아직 미 해 결) 

말리아원(프랑스)이 유한차원공간에서의 초도함수개념 

을 무한차원공간으로 일반화 

1977 

필립뽀브(로씨야)가 포물선형편미분방정식에 대한 
변분원리를 계기 

김교석 (1926-1986, 조선)이 고차계획법을 제기 
만델브로트(미국)가 분수차원을 가지는 프락탈기하 

를 계기 

1979 

하치얀(로씨야)이 «개의 변수를 가진 선형계획법문제 
를 0(« 6 )의 계산량에 의하여 푸는 타원체법을 제기 

1980 

송창호(조선)가 웰킨손의 스펙트르분리법을 씨서 
0(; 法 6 )의 계산량을 가지 는 띠폭 公인 n 차대칭 행 렬의 
일반화된 부분고유값문제의 고유백토르를 구함 
만델 블로트가 계 산실 험 으로 동력 계 에 카오스현상이 

있다는것을 발견 

1981 

류층호(1920-1991，조선)가 미분다양체에서 호몰 

로지 와 쌍대 호몰로지 론을 발전시 킴 

1982 

도날드슨(영 국)이 4차원 유콜리 드공간에 는 보통의 

미분구조와는 다른 미분구조가 더 있다는것을 발견 

1983 

웬 들란드，흐샤모가 점 배 치 법 에 기 초한 경 계 요소법 
의 오차를 평가 

260497542 X 2 6625 ±1 이 그때까지 알려진 가장 큰 
쌍둥이 씨수라는것이 증명됨 

1984 

왈 리 안트 (단마르크) 가 론리 함수의 승법 적 표준형 과 
가법적표준형 의 학습알고리 듬의 복잡도를 평 가 

1985 

도이츠(영국)가 량자계산모형을 제기 

1986 

리 근배(조선) 가 반미 분되 는 함수의 최 소화문제 를 
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수학자와 발견，발명내용 

1987 

풀기 위한 반그라디엔트법을 제기 
허달윤(조선) 등이 꼬임률이 있는 미분다양체의 기하 
학적구조와 비대칭접속기하학의 몇가지 문제들을 제기 
프라이(도이월란드) 등이 다니야마의 가설의 특수 
경우로부터 페르마의 대정리 가 나온다는것을 발견 
콜롬보(프랑스)가 곱하기를 자유롭게 할수 있도록 

1988 

초함수리론을 발전시 킴 

라만나얀의 반복법으로 콤퓨터를 며칠 가동하여 % 

를 1억 3 421만 7천자리까지 계산 

박래제(조선)가 대역적최소화문제를 풀기 위한 우 

1989 

1990 

연 탐색법 을 제 기 

량서연(조선)이 다목적여러첨수운수문제의 풀이법을 제기 
까라퓨바(로씨야)가 씨수의 개수에 대한 평가를 현 

1992 

저히 개선 

서기영 (조선)이 밀림과 미지함수의 공액복소수함수가 들어 

1993 

있는 특히미분적분방정식에 대한 뇌레르의 정리를 증명 
와일즈(영국)가 페르마 대정리를 증명 

1995 

큰째 위 치(로씨 야) 가 3차원다양체 의 한가지 불변 량 
을 제기 

보차즈(영 국) 가 1차분수변환군에 관한 자기 동형함 

1997 

수와 유한군의 위수사이의 관계를 해명 
라포르그(프랑스)가 수론과 대수기하의 관계를 지 

2000 

어주는 3개의 가설을 증명 

정현빈(조선)이 초미분가능한다발에서 6가지초접속 

2002 

이 있다는것을 찾고 그 특성을 해명 
류해동(조선) 등이 1차원위상그라프론을 다차원에 

2003 

로 확장하고 4색가설의 〈〈수학적증명》을 해결 
빼 텔 만 (로씨 야) 이 « = 3 에 서 광까레 가설 을 증명 
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